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Sommaire

Pour un véhicule de chemin de fer se déplagant sur une voie
en alignement 1l'auteur rédige les &quations de mouvement.

En général, les angles de rotation de la caisse du véhicule
sont si faibles qu'on peut remplacer leurs fonctions gonio-
métriques par des fonctions tout au plus quadratiques dans
les expressions pour les énergies, et par des fonctions tout
au'plus lindaires dans les équations de mouvement. Abstraction
faite de ces simplifications les ecalculs sont rigoureusement
exactss '

I1 a ét& supposé que les deux rails présentent de légéres
déviations de la forme purement rectiligne, et qu'ils peuvent
se déformer dans la direction latérale. D'autre part, le
caleul ne .se référe qu'd un véhicule & un seul chissis com=
prenaﬁt tous les essieux sans jeux longitudinaux et latéraux,
et dont toutes les roues présentent le méme diamdtre; les
véhicules & bogies, 3 essieux convergents etc., sont laissés
hors considération. '

Les calculs sont basés sur la méthode de Iagrange; ils sont
nettement simplifiés par l'application de la méthode matri-
cielle. Dans le chapitre 2 ces deux méthodes sont expliquées
pour ceux qui ne sont pas au courant.
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Dans le chapitre 3, on trouve des considérations géométriques
et cindmatiques et dans le chapitre 4 sont étudides la dyna-
mique et plus spécismlement les équations de mouvement du . _
systdme. Nous avons déjd indiqué que ces dernidres équations
sont déduites & 1l'aide de la méthode de Lagrange: l'appendice 
A montre comment on peut déduire ces dquations & l'aide des
lois de Newton. '

Dans les calculs, la relation entre une force de ressort et
sa compression, la relation entre la force latérale s'ap-
pligquant & la voie et la déviation correspondante, et la re-
lation entre la force tangehtielle rail=roue et les vitesses
de glissement et de roulement ne sont pas encore spécifides,
Dans le scoug-chapitre 46 ces relations (et plus spé01a1ement
la dernidre) sont considérées plus en dédtail.

Dans les calculs exposés dans les chapitres 3 et 4, les
équations de mouvement sont établies dans la supposition Que '
chaque force s'applique au véhicule dans sa position réelle,
Or, il est possible de simplifier considérablement les
calculs en supposant que les forces g'appliquent au véhicule
se trouvant dans une rosition centrale par rapport & la voie,
comme il.est indiqué au chapitre 5. En outre, dans ce dernier
chapitre les équations de mouvement sont spéecifides pour le
cas spécial ou les ressorts se comportent de fagon linéaire
tant pour 1'llasticité quo pour l'amortissement, et o la
voie se comporte de fagon linéaire et n'est pas amortie du
tout.

Les équatione de mouvement aingi obtenues sont encore si
compliquées, qu'il faut les intégrer & 1l'aide d'un ordinateur
ou les simplifier encore plus. Il est alorg souvent avanta-
geux d'introduire des quantités sans dimengion, comme il est
indiqué dans le gous-chapitre 53. Enfin, on étudie le cas
tout & fait lindaire, wvalable pour des mouvements parasites
infiniment petits et pour une voie sans déviations de la
forme purement rectiligne, dans le sous?chapitre 54y on ¥y
trouve que dans ce dernler cas les édquations pour les
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déplacements varagites se divisent en deux parties'indépen-
dantes l'une de 1l'autre, l'une contenant les déplacements
dits symétrlques, et 1'autre contenant les déplacements B
latéraux. '

L'étude des équations de mouvement n'a pas été effectude
daris le présent rapport: elle devra faire 1l'objet dtautres
études. En outre, il sera nécessaire de considérer des
véhicules ferroviaires plus compliqués ainsi que le compor-
tement d'un véhicule se mouvant dans des courbes de formes

diverses.




Darlegung der Theorie der Wechselwirkung zwischen Gleis und
Eisenbahnfahrzeug auf einer geraden Strecke (Iavoratorium
fiir Angewandte Mechanik, Bericht Nr. 220)

_ von _
AsD. de Pater

Technische Hochschule Delft, Niederlande.

Zusammenfagsung

Der Verfasser stellt die Bewegungsgleichungen fiir ein Fahrzeug,
das auf einer geraden Strecke rollt, auf. Im allgemeinen sind
die Drehwinkel des Fahrzeugkéstens so gering, dass man. ihre
goniometrischen Funktionen in den Ausdriicken fiir die Energien
durch h3chstens guadratische Funktionen und in den Bewegungs-
gleichungen durch hochstens lineare Funktionen ersetzen kann.
Abgesehen von diesen Vereinfachungen sind die Berechnungen
volletdndig exakt.

Es wurde angenommen, dass die beiden Schienen leichte Abweiehun~
gen von der rein geradlinigen Form aufweligen und dass sie sich
in seitlicherRichtung verformen kdénnen. Auéserdem bezieht sich
die Rechnung nut auf ein Fahrzeug mit einem einzigen Rahmen,

in dem s&@mtliche Rads&Ztze ohne Iings- und Seitenspiele unter-
gebracht sind und wo alle Rider den gleichen Durchmesser haben.
Fahrzeuge mit Drehgestellen oder Lenkachsen sind ausser Betracht
gelagsen. ‘ '

Die Berechnungen fussen auf der Methode von lagrange und werden
durch Anwendung der Matrizemmethode wesentlich vereinfacht.

Im Abschnitt 2 werden diese beiden Methoden fiir Nichteingeweihte
erléutert.

Abschnitt 3 ist geometrischen und kinematischen Betrachtungen
gewidmet, und im Abschnitt 4 werden die Dynamik und insbesondere

die Bewegungsgleichungen des Systems untersucht. Wie schon er-
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érWéhnt, wurden die letztgenannten Gleichungen mit Hilfe der .
- Methode von lagrange aufgestellt; Anlage A zeigt, wie man |
diese Gleichungen mit Hilfe der Newtonschen Gesetze . auf—
stellen kann. ' '

Die Beziehung zwischen einer Federkraft und der Zusammen—
drickung dieser Feder, die Beziehung zwischen einer auf das
Gleis auééeﬁbten Seitenkraft und der damit verbundenen Ver-
schiebung sowie die Beziehung zwischen der Tangentialkraft
zwischen Schiene und Rad und der Gleit- bzw. der Fahrge-
schwindigkeit sind in den Berechnungen noch nicht herausge~
stellt. Im Unterabschnitt 46 werden diese Beziehungen (ins—_
besondere die letztgenannte) niher betrachtet.

In den Berechnungen der Abschnitte 3 und 4 wird fir die Be-
wegungsgleichungen angenommen, dass jede Kraft auf das Fahr—
zeug in dessen wirklicher lage einwirkt. Die Berechnungen
lassen sich jedoch erheblich vereinfachen durch die Annahme, .
dass die Krdfte auf ein Fahrzeug einwirken, das sich gegenfiiber
dem Gleis in einer zentralen Lage befindet, wie in Abschnitt
2 angegeben. In diesem Abschnitt wurden die Bewegungsgleichungen
zudem fir den Sonderfall aufgestellt, wod die Federn sich in
bezug auf die Elastizitldt wie auch auf die DEmpfung linear
verhalten und wo das Glels sich linear verhilt und gar nicht
gedi@mpft ist.

Die auf diese Weise erhaltenen Bewegungsgleichungen sind noch
derart kompliziert, dass sie mit einer elektronischen Rechen-
anlage integriert oder noch weiter vereinfacht werden miissen.
Es ist daher oft vorteilhaft, dimensionslose Gr8ssen einzu—
fithren, wie im Unterabschnitt 53 angegeben. Schliesslich wird
im Unterabschnitt 54 der wOllig lineare Fall untersucht, der
fiir unendlich kleine Stdrbewegungen und fiir ein Gleis ohne
Abweichungen von der rein geradlinigen Form gilt. Es stellt
sich heraus, dass im letztgenannten Falle die Gleichungen der
Storbewegungen in zwei voneinander unabhingige Teile zerfallen,




3
et ™™

=1 -

wovon der eine die sogenannten symmetrischen'Bewegungen und
der andere die seitlichen Bewegungen umfasst.

Die Bewegungsgleichungen wurden im vorliegenden Bericht nicht

untersucht; sie milssen den Gegenstand weiterer Untersuchungen

bilden. Ferner wird es notwendig sein, kompliziertere Eisen-
bahnfahrzeuge sowie das Verhalten eines Fahrzeugs, das sich

in Gleiskrimmungen verschiedener Form bewegt, zu untersuchen.




- Exposé on the theory pertainineg to the interaction between

track and railwey vehicle. Movements prevailing in a straight 

track section (Laboratory of technical Mechanics, Report Nd._

220)

by .
A.D. de Pater

.Delft Technical University, Netherlands.

Summary

The author has established the equations pertaining to the
movement of a railway vehicle moving over a straight track.

The rotation angles of the vehicle body are generally so

- small that their trigonometric functions can be replaced,by atmost
quadratic functions in the expressions pertaining to the

energies and by linear functions in the equations of motion.
Apart from these gimplifications, the calculations are com-
pletely exact.

It has been assumed that the two rails have slight deviations
from the purely rectilinear shape, and that they may be
deformed in the laterel direction. On the other hand, the cal-
culation only refers to one vehicle with a single frame con-
taining all the wheel sets without longitudinal and lateral
play, all the wheele of which have the same diameter; bogie
vehicles, vehicles with adjustable axles and such-like are left
unconsidered.

The calculations are based on the Lagrange method; they are
considerably simplified by the applicétion of the matrix
calculus method. In chapter 2, these two methods have been
explained for those who are not familiar with them.
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Chapter 3 contains geometrical and kinematical considerations

and in chapter 4 a study is made of the dynamics and more
rarticularly of the equations of motion of the system. As o
' already stated, these latter equations have been established
by means of the Lagrange method; Appendix A shows how these |
equations can be established by means of the laws of Newton.

The relation between s spring force and its compression, the
relation between the lateral force exerted on the track and
the corresponding deviation and also the relation ‘between

the tangential force between rail and wheel and the sliding
and rolling velocities have not yet been specified in the
calculations. In section 46 these relations (and more par-
ticularly the latter) have been considered in greater detail.

In the calculations contained in chapters 3 and 4, the
equations of motion have been established in the assumption
that each force applies on the vehicle in its real position.
It is, however, possible to g8inplify the calculations con-
siderably by assuming that the forces apply on the vehicle
finding itself in a central rositlion in relation to the track,
as indicated in chapter 2+ Moreover, in this chapter the
equations of motion have been established for the special
case where the springs present a linear behaviour both as
regards the elasticity and the damping, and the irack presents
& linear behaviour and is not damped at all.

The equations of motion thus obtained are still so complicated
that they must be integrated by means of an electronic com-
puter or require a further simplification. It is then often
advantageous to introduce dimensionless quantities, as
indicated in section 53. Finally, in section 24y 8 study is
made of the purely linear case, valid for infinitely small
rarasitic movements and for a track without any deviations
from the purely rectilinear shape; it has become apparent
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here that in this latter case the equations pertaining to -
the parasitic movements can be divided into two parts in—
- dependent of each-bther, one including the so-called sym~
metrical displacements and the other the lateral displace~ 'g
ments. '

No study of the equations of motion has been made in the
rresent report; it will form the subject of other studies.
It will, moreover, be necessary to consider more complicated
railway vehicles and also the behaviour of a vehicle running
through curves of various forms.
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1. Introduction, Dans le domaine de la méeanique de 1'interaction
entre la voie et le véhicule de chemin de fer en mouvement nous

pouvons distinguer quelques probldmes tris importants: |

‘a) le comportement des véhicules circulant de'fagon stationnaire
en courbe; ce comportement a surtout &té€ &tudéd en Allémagne et
en Suisse par Uebelacker (1], Heumamn [2], Borgeaud [3] et
Miller [4], puis en France par Lévi [5); | |

b) le comportement des véhicules circulant dans une voie en
alignement; il s'agit surtout du mouvement de lacet, qui a &té
&tudié par Carter [6], Roecard [7], Lévi [8], Cain [9], Davies
[lO] et Royer [11]; -

¢) le comportement dynamique des véhicules circulant en courbe,

i gqui a &té peu etudié [12] jusqu' & présent;

d)} l'entrée en courbe et la sortle d'une courbe avee des courbes
de transitions eventuelles: voir les travaux de Uebelacker [15],
Heumann [14], Miller [15] et de 1l'auteur [16] ;

e) la question du déraillement, gui a &té &tudide par Chartet [17]
et Miller [lﬁ].

Dens ce résumé nous n'avons mentionné gue les travaux les
plus importants entrepris par les investigateurs dans le domaine
de la méecanique de l'interaction voie=véhicule.

Tous ces investigateurs ont Hraité une partie du probldme
de la dite interaction. Dans le cadre des travaux du Comité
d'Experts C9 de 1'0ffice de Recherches et d'Essais (0.R.3.) de
1'Union Internationale des Chemins de fer [U.I.C;] nous avons
tenté de rédiger un résumé des bases d'une théorie plus compldie
traitant le mouvement sur une voie en alignement. Dans l'avenir
nous espérons de rédiger un résumé analogue pour le mouvement en
courbe.

Dans notre &tude nous tiendrons vlus spécialement compte des
points suivants:

a) le profil des rails et celui des bandages ont une forme quel™
congues

b} la relation entre la force de friction d'un contaect et la force
normale au rail et au bandage se trouvant en contact est plus
aénérale que celle d'un frobtement sec (Heumann) ou d'un
frottement proportionnel 2 la vitesse relative de la roue par
rapport au rail (Carter, Rocard);
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c)

d)

les roues et les rails peuvent présenter des déviations
latérales & cause de leur élasticité et de la position
irréguliére ‘de la voiej _
les essieux tournent avec de grandes vitesses angulaires, de
sorte que les effets gyroscoplques ne sont pas négligeables 3
priori. ' '

Par contre nous nous bornerons au cass

a)‘ou le véhicule ne présente qu'un seul chfissis groupant tous les
egsieux;
b) pour lequel on'peut_négliger les jeux entre les boftes

e)

d)

2.

dtessieux et les glissidres; |

o le véhicule est symétrique’par rapport A unplan qui - le
véhicule se trouvant au fepos dane sa position centrale sur une
voie parfaite en alignement droit - coIncide avec le plan ver-
tical longitudinal de la voie; | ~

oll les diamdtresdes rowes sont égaux l'un & l'autre, et le
profil d'un rall conserve sa forme le long dtun rail.

Généralités. Avant de traiter le probldme proprement 4it, nous

nous occuperons avec guelques objets de nature générale. Nous
exposerons en bief la méthode matricielle que nous avons utilisée
dans 1lt*étude prdsent, et nous déerirons la methode des dquations
de Lagrange. On trouve en plus dans 1elchapitre présent une liste

des notations utilisédes.

21. Notations. Un essieu est affecté de 1'indice i(i=l,...n). Puis

nous distinguerons partout dans ce rapport la quantité relative
au ¢8té droit du véhicule (vu dans le sens de marche) de la
quantité analogue relative au e8té gauche respectivement par les

yaleurs 1 et 2 de 1'indice j ajouté 3 1l'indice bas de l'essieu.

Une combinaison + on + de signes signifie que le signe supérieur
se réfire au e8té& droit et le signe inférieur au c8té gauche.

Un veeteur est indigqué par une lettre surmontée dtun trait
{en imprimé par une letire grasse).

Tes autres notations sont données ci=-dessous. Un nombre

entre parenthdses indiguer le chapitre ol la quantité congildérée se

présente pour la premidre fois.
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gl'.

a, (31) eoordonnée oxxx du centre de masses o
napport au triddre (o%, x%, y&, 2°)

(;_) coordonnde o*x* du centre de masses oi! de 1'essieu i par
rapport a4 ce triddre
| ij(_d,____) demi~axe selon la direction ox de 1'ellipse de l'aire de
contact
b{33) demi-distance des points de contact A, -
b (;_) demi-distance entre les deux boltes du - essieu, nous
admettons que la demi-distance entre les deux ressoris de cet

o de la caisse par

essieu est aussl égale & by
ij(46) demi-axe selon la direction oy de l'ellipse de 1‘aire de

contaet
c(52) rigldité totale des ressorts

o (i_) gomme des rigidités des deux ralls & l'endroit d'un essieu

I(11,___) somme des rigidités des deux roues
ci(i_) somme des rlgldltés des deux resgssorts du 17 agsien

oy(ig) rigidité latérale de la voie et des essieux (somme des
rigidités au c8t& droit et au c8té gauche)
Ous Cpn ©FCe (53) coefficients de g[z, w7 etc. dans l'expression
de 1'énergie potentielle sans dimension
d;(51) valeur moyenne de la somme des déviations latérales du rail
et de la roue an ¢8+4é drolit et de la somme des déviations latérale
au c8té gauche

(2_) demi~différence de la somme des déviations latérales du rai
et de la roue au c8t8 droit et de la somme des déviations latérale
an ¢8té gauche
eij(ég) déviation latérale du rail

eijx(g;) ddviation latérale du bandage
f(n) (331) fonction déterminant le profil du rail

f!bzx) (331) fonction déterminant le profil du bandage
(32) flexion sous charge d'un ressort du i™° essieu

h( ) distance du centre de masses o, de la caisse jusqu'au plan

(xxr 051 yBE)

h1 2(&;) distance du point d'application B1 o des forces

!1 y )

o

1,2, Dl o0 Vl 5 Jusqu'au plan (x*, o
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21.
i(3) indice de l'essieu
3{3) indice du cBté
k(23) indice d'une coordonnée nécessalre

- k(52) amortissement total des ressorts
k (46) somme des amortissements des deux rails & l'endr01t d'un

esoleu
ﬁoi(im) sorme des rigidités des deux roues

ky (46) somme des amortissements des deux ressorts (A amortissement

V1soueux) ai i™® essieu

LD N ete. (53) coefficients d'amortissement se présentant dans
les expressions pour les forces d'amortissement de ressort sans

dimension

%(53) longueur de comparaiﬂon

%1 2(&;) coordormée o x> du point d'application B1 5 des forces
[ ]

Iy,20 Dy,00 V1,2

&c, ﬂca’ %cb (gg) longueurs annexes aus longueurs ay et bi et aux
rigidités e

e “kat kb
coefficients de frottement ki

n(23) nombre des coordonnées nécessaires

. e CI .
msx, , etce (53) coefficients de s, ﬂ2 etc., dans l'expression
de l'énergie cindtique sans dimension

(52) longueurs annexes aux longueurs a; et by, et aux

mij (46) quantités auxiliaires se présentant dans le calcul
des deml— xee de 1'ellipse de ltzire de contact
n(3) nombre d4'essieux

.(331) normale au rail au point de contact

135(331) normale avn bandage au point de contzet
x
o, 07(31) voir x, X
0,(31) centre de masscs de la calsse
. x
i T X, :
0;(31) voir z;y X4
oj*(;;) centre de masse du iT° essieu
${31) vecteur avec les composantes 0, v, W

ﬁi(é&) vecteur avec les composantes Ugy Vi Wy
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.

qk(g;) coordonnée nécessaire
r(331) rayon du cercle de roulement

- ¥(31) vecteur avec les composantes x, y, z

x x

oo (31) vecteur avec les composantes x*, y~, z

0*(;2) vecteur indiquant le centre de masses o de la caisse

Hi

r; (31) vecteur avec les composantes Xy Fis Z

i
Ei*(g;) vecteur avec les composantes xix, yi!, zix
Fixx(;;) vecteur avee les composantes xizx, yi*x, Zizz

s(31) abscisse le long de la voie
s*(51) somme de s et u

Sgo’ S0 etc. (gg) déplacements se rapportant respectivement aux
g ‘

forces GO,-Gi atc.

+(23) temps

txij' tyij(3§g) tangentes auv rail dans la direction de ses rayons
de courbure principaux.

xijx’ tyij§(3§g) tangentes aux bandages dans la direection de ses
rayons de courbure principaux
u(51) quantité auxiliaire se rapportant au déplacement dans la

direction ox
vy, w(3l) déplacements de oF dans les directions oy et oz

Wiy Vi wi(;&) composantes du déplacement de oii par rapport au
tritdre (Oi’ Xiy Fyi9 Zi)

Xy, ¥y 2z (31) axes d'un triddre de référence dtorigine o se
mouvant le long de la voie

x*, y¥, 2¥(31) axes d'un triddre d'origine oF fixé 3 la caisse

x ¥, yox, zox(;;) coordonnées du centre de masses de la caisse

0
par rapport au triddre (o*, x%, y%, z%)

X;y ¥y 25(31) axes d'un triddre de référence d'origine o; se
mouvant le long de la voie

xix, yix, zii(;g) axes d'un triddre dlorigine oiI dont 1l‘taxe
oixyii cofncide avee l'axe de révolution du i™ essieu
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X (31) matrice des c¢osinus de direction du triddre (0%, %, 7%, z

xiu, yin,_ziu (31) exes d'un triddre dtorigine o; fixé au i™°

essien

3’1;] (331) différence de “?ij et ”213
(331) différence de ’S ! et S

A ( 54) coefflca.ent sans dimens:wn se rapportant an coefficient C -
)

1

'par' rapport au triddre (o, x, y, z)

Ifx, (31) composantes de la matrice X

(31) matrice des cosinus de direction du triddre (oi ’ xj_x ’ yi ol

!) par rapport au triddre (oi, Xy yi, Zi)

Ii

I(Pi,

IXi ’ Icpi (31) composantes de la matrice K

Ai;] (33) point de contact d'un bandage au rail

Roij (33) point de contact d'un bandage au rail, l'essieu ge
trouvant au repos dans une position centrale sur une voie
parfaite

31’2 (41). points d'application des forces I’l,2’ Dl,2’ V1,2

B; (31) matrice des cosimus de direction duvtriddre (oi!, xi*! y
yin, zin) par rapport au triddre (oi, X390 Yy» zi)

¢ (54) coefficient de rappel sans dimension 3 cause du creux des
bandages

5 (41) force latérale s'appliquant 3 la caisse

Dy (46) force de rappel se rapportant & la déviation d;

E (46) module d'élasticité
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Ei(ig) foree de rappel se rapportant & la déviation ey

Eyq (46) valeur ¢e la force Eij‘ le vehicule se trouvant au repos

dans une position centrale sur une voie parfaite
Eoii(gé) valeur de la force Eijx dans ce cas
Eij(gl) force de rappel se rapportant & la déviation eij_

Ei !(il) force de rappel se rapportant 2 la déviation eijI

(ii) force de compression d'un ressort du i™® egsieu, le

véhicule se trouvant au repos dans une p051t10n centrale sur une
voie parfaite

ime

Fij(il) force de compression dtun ressort du essieu

Fij(gij’ﬂzij’ ?ij)(3g;) fonction déterminant le surface d'un rail

x x = x . .
Fij (gij ,Wzii\, ij )(331) fonction déterminant la surface d'un

bandage

G (44) poids total du véhicule
'Go(il) poids de la caisse
Gi(il) poids du i™® essieu

xij H&i(4l) forces entre caisse ot 1™° essieu dans les
directions oXx* et onI

T (31) matrice unitaire

I (44) somme des moments d'inertie I _, des essieux

yi
E_E

I, Iy(gﬁg moments d'inertie de la caisse autour des axes o x— et

oxXy® !

Iy!(ig) moment d'inertie de la caisse autour d'une axe paralldle
4 ltaxe oiy!

1,(44) moment d'inertie du véhicule total autour de 1'axe o*z*

LABORATORIUM VOOR
TOEGEPASTE EMECHAN]CA -0 -

DER
TECHNISCHE HOGESCHOOL




Ty (44) énergie cinétique du 1M ogsieu
(41) force tangentielle entre roue et rail

i3 (41) composantes de la force tangentielle entre roue

x1ij? tyla

Tx1je T

et rail dans les directions ‘6

U(23) énergie potentielle .

U, Uy (52) énergies poten‘ﬁielles ge référant respectivement aux
mouvenents syméitrique et latéral

V (52) vitesse moyenne du véhicule

Vl’2 (41) force verticale s'appliquant A4 la caisse

(35)-vi‘hesse du centre de masses o,

(35) vitesse des centres de masses o
on, Vyo (__2_) composantes selon ox, oy, 02 de la vitesse V
| Vaq vyi’ Vzi (35) composantes selon 0;4X;404¥4,0424 dela vitesse Vi

vi;j (35) vitesse du rail au point Aij

Viji (35) vitesse du bandage au point Aij
W{53) vitesse de comparaison

Wij (35) vitesse du bandage par rapport au rail au point Ai;j I

(35) composantes de la vitesse relative du

Tnigr Vexige Veyig
dans les directions nij’

bandage par rapport au rail au point Ai
xij’ t yi respectivement
Xij' Yi;] 41) composantes de la force rail=roue au point de contact

J

Aij dans les directions o, 1%50 O43¥4
N (53) rapport ai/rf}
5 (332) angle entre les directions txij et txiji
B (53) rapport b/Y
By (331) angle indiquant le dévers de la voie
Y, (54) valeur de Yy, dans la position centrale
Y3 (331) arc tg de la dérivée de i‘(qz) par rapport & m au point de
contact Ai.
Yijx (331) arc tg de la dérivée de fx(nzl) par rapport é.ﬂ?_x au point

de contact Ai

§(34)-symbolke—indiquant-—un-&éplacement-virtuel
3(_&) angle de rotation de la caisse par rapport au triddre (o, x,

Vo Z)

8. (-)y, 8, (34) composantes de & selon les axes ox, oy, 0z
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' ’G'i (34) vecteur par rapport au triddre (oi, X9 Yy zi) de l'angle

AN

directions 04%54 04V

X4 (46) coefficient de pseudo~glissement

- P (31) vecteur avec les composantes £,m ¥

', PO,‘OO* (54) valeurs de Pyi‘j et foyijx dans une position centrale

© .

21

de rotation du 1™° essieu par rapport au triddre (oi, 'xi, Ti0 Zi)

e

yi‘ 6, (34) composantes de 'Gi selop les axes 03X, s 0:¥4 )

[ (43) vecteur par rapport au triddre (o5, xi, i Zi) de 1'angle
de rotation du 1P€ ogsieu par rapport & la caisse

€, m (31) axes vertical et latéral d'un triddre fixe dtorigine w
fi,fq_i (331) coordonnées indiquant l'axe de la vole :
M4 (331) coordonnées indiquent le déplacement de Aij dans les

s * "Q_ij! (331) cooidomées indiquant le déplacement de Aij dans
i “i

Yol (53) valeur de K j dans une position centrale du véhicule

v . x
les directions o. 2.

(46) coefficients de pseudo—glissement dans les direc=

Xxijr Xyij
tions txij’ i

M (46) coefficient de Trottenent
v (46) constante de Poisson
£ (31) axe longitudinal d'un triddre fixe d'origine w

E’ij (331) coordonnée indiquant le déplacement de Aij dans la .

direction Oixi

z..%® (331) coordennée indiquant le déplacenent de A, . dans la
9 — x_=x +J
direction 07 X3

n (46) rapport de la circonférence du cercle A son diametre

P, (31) vecteur du point o

f':)i. (53) rapport de la charge de l'essieu 1 et le poids total

Pi (31) vecteur par rapport au triddre (w, g,nz,g) d'un point guel=

me

congue se rapportant au 1 essien

Poi (31) vecteur du point o,

. ayons de e principaux d i x

fo:xij’ ﬁfiﬂ (332) rayons de courbure principaux du rall en An.j
. x o g e s

(Oxi,] ' Fyij (332) rayong de courbure principaunx du bandagé en A:'L_j

Tyis? Tyij (46) forces tan, entielles réduites
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Ui;j' Uxij' Vi3 (46) glissement réduit et ses composantes

9,X, ¢ (31) rotations de la caisse autour des axes ox, oy, 0%

Py Lb (31) angles de rotation du triddre (o ’ in, yl , zlx)

au r des axes X., O
'l;ou 0sX;y Oy Zy

X4 (34) angle de rotation du 1€ eggien
'Xlx (31) angle total de rotation du 1™€ essieu

_{xij’ (331) angle du rail avec le plan (x;, 04, ¥y)
(331) angle du rail avec le plan (xl, 0; s zi) :

by 4 (i_6_) angle suxiliaire dans le calcul des demi-axes 854 et by

w (31) voir &

W, W_, Wy Wy (35) vecteur par rapport au triddre (o, x, y, 2) de

x
lg vitesse angulaire de la calsse et ses composantes

Wiy Wygs Wy Ugg (35) vecteur par rapport au triddre (Oi’ Xye Fy»
zy } de la vitesse angulaire du 1M€ ogsieu et ses composantes

-x E 3 x
W, . w
l’wxi’w}]‘l’ zi

xi ' yi ' zii) de lg vitesse angulaire du 1™° essieu et ses com=

x (35) vecteur par rapport au triddre (oix,

posantes

Ill,] (35) composan'te de la vitesse angulaire du i7° egsieu selon
ltaxe nij

s Wiy Wy (33) fréquences propresduvéhicule en arrét

[1(54) angle d*inclinaison effectif

oo, M&thode matricielle. Considérons un triddre dextrogyre Ifixe
(wy £, €) et un triddre dextrogyre mouvent (o, x, y, z), dont
§ 1l'origine o présente les coordonnées Zot Mo? 80 dans le systime
fixe. Un point P avec les coordonnées x, y, 2 dans le systeme

mouvant presente les coordonnées

£ =g, +xcos (x, £) +ycos (y, £) + zoos (2, &),
m = rrz +xeos (x,m) +ycos (y,rrl)+zcos(z,rr2_),
gm30+xeos (x,8) +ycos (y, §) +zcos (2, 5)

par rapport au systéme flxe.
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Terivons maintenant les formmles (1) sous la forme :

4 g\ [oos (x4 &) cos (y, £) cos (z E)\[x |
q {={xo | ¥ [c0s xy ) cos (3,0 eos (2 Py |+ (2
s o cos (X,E) cos (x, ) eos (y,g) z

On désigne les quantités
£ /e, X
P={p Po={me) |7 | )
S So z B
comme "vecteurs colonnes", tandis qu'on appelle la quantité

| cos (x, £) cos (y, £) cos (zy &)
X = |cos (x,Wz) cos (y,‘Q) cos (Z,“Z) (4)
cos (x, §) cos (.V,g) 005. (z, lg)

"yne matrice carrde". Dans noitre cas les trois vecteurs présentent

chacun 3 &léments, et la matrice possdde 3x 3=9 &lémentsj en

général le nombre des éléments d'un vecteur et le nombre des

lignes ainsi que celui des colonnes d'une matrice sont quelconqgues.

Le rigle pour la multiplication d'une matrice avec un vecteur h

colonnes se trouve aisément en comparant les formules (1) et (2).
Avee (3) la formule (1) s'éerit sous la forme simple

7 =p, + . | (5)

En général on peut traiter les vecteurs et les matrices comme des
quantités algébriques. Cependant 11 faut tenir compte du fait que
lag multiplication n'est pas commutative, de sorte qu'il est
impossible de changer les deux facteurs d'un produit.

Dans la formule (4) les neuf cosinus sont les cosims de
direction des axes du triddre mouvant par rapport au triddre fixe.
Ges coginus se calculent en introduisant les trois triddres
auxiliaires (o, Xy Yy 2900 (o) X5y Yoo z,) et (o, X3y V3 23),
avec les vecteurs
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.gg.
Xy Xy
_fl = ’ .1:2 = To 1 -53 = 'Y3. (6)
' Zp Z4

y appartenant. Le triddre (o, X33 Y3 53) 4 ltaxe 0z comnun aveo |
1'axe oz, de sorte que la transformation du triddre (o, x, ¥y, z)
au triddre (o, X3y T3 23) gtécrit sous la forme

- | | .
r3—I¢r, (7%)

aveo

cosd =sing O .
sind cosds O] , _ (8%)
0 0 1

Ay

¢y étant l'angle entre les axes ox et 0 X3e La transformation ¢7%)
revient & oe qu'on tourne le triddre (o, x, ¥y, 2) sur un angle ¢
autour l'axe 0z, le sens de rotation étant négatif. '
D/e méme la transformation du triddre (o, X3y Y3 23) au
triddre (o0, X5y Yoo z5) s'éerit :

avec
1 0 0
ICP = 0 cosp = sing (8b)
6] sing co8Y
et
Fl = Kx ?2 ] (70)
avec
cogX O sin’(
By = 0 1 0 . (8%)
-giny O cosY

anan — —

P = Pot Too

Choisissons maintenant les angles ¢, Y 4 ¢ de telle sorte
que le triddre (o, Xqy ¥y, zl) est paralldle au triddre fixe
{w, £+ ,5). On peut alors écrire
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de sorte qu'aussi

F::P +Ixr2 loo+II r3-/oo+Ix 3 /oo-i-I'A'Ir..ﬁ
o | (20)
En comparant (5) et (10) ou trouve , _ |
. I=I,L %, | - ()
Leg éléments dé I se trouvent ainsi & 1l'aide des régies pour'la
miltiplication de deux matrices nxnd

T=1% CQ2)
avec _
= . : | (13)
;=5 o g

Nous donneront le résultat dans le formule (31,9) du chapitre 31.
Les angles ¢,X , ¢ sont appelés "angles d'BEuler"., A noter
que les &lements de X dépendent de la suite des trois rotations. .
La sulte que nous avons pris, conduit dans les calculs ultérieurs
aux formules les plus simples.
On vérifie sans peine que l'inverse de la formule (5)
stéerit

F=%(F-7,). (24)

"
Ici X représente la matrice transposée de &, c. 3 d. que son
&lement Eij est égale &

= = .

I1 existe aussi encore la matrice inverse K T de K, qui déter-
minée par la condition

Y S (162)

T &tant 1la matrice unitailre

T= |0 1 o0}.
0O 0 1
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On voi‘t a:.sément que la matrice inverse I " satisfait aussi & la
relation _

xlxaT, - - o u@)

Or, les &léments de la matrice X (comme les éléments des
matrioes I(P, I'X.’ I¢) &tant des cosinus de direction, satisfaisant
aux relations
2 2 2

cos“(x,E) + cos“(y,E) + 008" (2,E) =1 eyel.,

cos(x,&)cos(x,7) +cos(y,E,)cos(y,12) +cos(z,l§)cos(z,7z)=0 eycel., |
(18)

on trouve sans peine que

Ii:f; : ' (19)

de la comparaison de {16%) et (19) on tire |
I=1"%, (20)

Une matrice qui possdde la propriété (20), est appelée "matrice
! orthogonale". Avec (20) on peut éerire au lieude (14)

=X @F-7,) - (21)
Soit B Ya matrice
5 =55, _ (22)

B, B' et B, étant des matrices orthogonales. En "prémultiplicant"
‘les deux membres de (22) avec '.B' et 3'2"1 successivement, on trouve

-1
31 B = ‘52
ot
“lw=ly _
B,"B,"B=T. (23)
En comparant (16b) et (23) on trouve
7l. (55,7 = 515, (24)
de morte que la matrice inverse de T (11) est égale &
""1 -1 =] =1 ""1
= (IXI(P Y7 = I¢ I Ex (25)

Observons enfin qu'on peut appliquer le caleul différentiell
! dans le ealcul matriocidl. Ctest pourquoi selon (5)

PzPo*':k'f*I%, (26)

LABORATORIUM  VOOR
TOEGEPASTE E_MECHANIC.&\

DER
TECHMNISCHE HOGESCHOOL

[




tandis que selon (11)

Py 5 o G B
I KIXI +IXII +I—XICPI¢ -a—-—- -X+IX_6-_(E (P-!'_;xxcpqm‘k‘(b" (27

23, Equations de Dagrange. Consldérons un systbme méecanique &2 m
degrés de liberté et m coordomnées généralisées, Soient -
q la kme coordonnée généralisée ou coordonnée nécessaire,
Q la k™€ foree généralisée;
T 1'énergie cinétiques;
U 1'énergie potentielle;

=7 =~ U - (1)

la fonetion de Lagrange (qufon appelle aussi potentiel cinétique
ou &nergie libre) du systime,
Les Squations de mouvement s'écrivent alors sous la forme

_g’— —Q—_I-J— - -—@—}:-j--: Qk. (k=l’01cm) (2) -

I1 faut noter que les forces généralisées contiennent en tout
cas les foreces qui ne sont pas comprises dans 1'8nergie potentielle
Les forces qui peuvent 8tre dérivées d'un potentiel, sont com—
prises, soit dans l'énergie potentielle U, soit dans les forces
généralisfes; les forces qui ne peuvent pas &tre dérivées d'un
potentiel, sont toujours comprises dans les forces généralisées.

~ Dans notre publication sur le comportement d'un véhicule en
courhe [16] nous avons discuté leswpgincipes les plus importants
du méecanique rationel plus en détail, et nous avons aussi donné
un apergu de toutes les forces gse présentant dans un véhicule de
chemin de fer., La discussion des forces est répétée en dbref dans
le chapitre 41 de la publication présente.

3, Observations géométrigques et cinfmatiques. DLe systime mécanique
gue nous voulons observer, est composé des deux,rails, de la caisse
des n essieux montés, et des ressorts., Ce systime est représenté &

la figure 1.

Dans oe gui suit, nous considérerons toujours les ressorts
comme d&pourvus de masse, et nous les laisserons outre considéra-
tion. Les autres parties du véhicule sont considérées comme par-
faitement rigides, & 1l'exception des rails et les roues, dont
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3.
nous supposons'qu'é cause de leur élasticités ceux—-ci peuvent
présenter des déviations latérales & l'endroit de chaque point de
contact rail-roue. Alors la position du systéme est déterminde par

a) les 6 coordonnées de la caisse;

b) les 6 coordonnées de chaque essieuj

¢) la déviation latérale de chaque rail an point de contact;
d) la déviation latérale de chaque roue au point de contact.

Cvest pourguoi nous avons au total
6 + 6n + 2n + 2n = 10n + 6

coordonnées. _ _

Cependant, ces coordonnées ne sont pas indépendantes les
unes des autres, étant donné des liaisons entreileé diverses par—
ties du systimz. Il y a trois liaisons entre un essieu monté et
la caisse, et deux liaisons entre un essieu et la voie. C'est
pourquoi le systéme 1ié présente

m={10n + 6)={(3 + 2)n = 5n + 6 (1)

degrés de liberté et le nombre des coordonnées généralisées est,
lui aussi, 4gal &

=5n+6.

Dans le chapitre présent nous discuterons d'abord les
coordomndées de la caisse et ceux de chaque essieu monté. Puis
nous considérerons les liaigons résultant de la coopération entre
ltessieu et la caisse, et celles =~ ci résultant de la cooneratlor
entre ltessieu et la voie. Enfin nous ferons guelques observations
einématiques. '

31, Coordonunées. Imaginons que la veie ne présente pas des irré-
gularités et des déviations 8lastiques. Il exlste alors un plan
longitudinal de symetrie de la voie, et le véhicule peut se
trouver dans la voic de telle fagon que son plan de symétrie
longitudinal cofnecide avec le plan de symétrie de la voie. Dans
ce cas nous désignerons la situation ol en outre le véhicule se
trouve en Sguilibro comme "une position centrale" du véhicule.

Or, sur une telle voi?d le véhnicule peut se mouvoir de telle
sorte que sa position correspond toujours avec une position cen-

trale. Le centre de masses oi3E de chaque essieu egt aleors situé
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1.

A

sur une droite se trouvant dans le plan longitudinal de symétrie

de la voie. Pour décrire le mouvement de la caisse, utiliéons un
point de référence o attaché & la caisse, de telle sorte que dans
une position centrale du véhicule sur une voie parfai’tement'dro'ite
lo point o est situé sur la droite dderite par les points Oi! ’
tandis qu’\en outre le point o se trouve sur une droite verticale
gqui passe par le centre de masse du véhicule total. Introduisons un
triddre dextrogyre {o, x, y, z), dont l'axe ox est paralléle a la
voie,le sens positif correspondant au sens de marche du véhicule,

et ltaxe oz est verticale, e sens positif correspon‘dan’c 3 un -

mouvement de haut en bas. Considérons en outre une position spé-
ciale du triddre (o, %, ¥, %), et introduisons un triddre fixe

(w, E, m 3) coinocidant avee le triddre (o, X, y, 2z) se trouvant
dans cette position. Soit s la distance wo . La transformation des
coordonnées x, y, 2 aux coordonnées £y g s'exprime alors par la
relation '

p= Po + T _ (1Y
avee les vechteurs

g 8
D = ’ 0. = (o] » r
Pe ) P s

Afin de décrire le mouvement de la caisse, imaginons un
i
triddre (o!, xx, y’, 2%) attaché & la caisse, qui coincide avec le
triddre (o, X, ¥, 2) lorsque le véhicule se trouve au repos dans

une pogsition centrale. Sclent

(2)

i
ST S
-]

y: = 0, z: = =N (3)

x
X5 = 84

les coordonnées du centre de masses Goxde la caisse,.

Pour indiguer le déplacement de la caisse, choisissons la I

valeur de s, d&terminant la position du triddre (o, x, ¥, 7), de
telle manidre que o* se trouve toujours dans le plan (y, o, z).
Introduisons &galement les composantes v, w du déplacement de
ltorigine o par rapport aux axes oy et o0 2z.Les rotations de la
caisse autour des axes ox, 0y, 0z sont déerites 'l 1l'aide des cosinu
de direction cos(x, x*),cos(x, y*) etc, La transformation des
coordonnées xI, yl, z* aux coordonmnées x, ¥y % peut alors
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. L.
~8tre écrite sous la forme symbolique
T=p+ATE, (1) B
avec |
0 [ x* B
-13 = ’ T = yx s (5) :
W 2% '
et
cos(x, x*) cos(x, y%) cos(x, z%)\ _ 7
T = cos(y, x¥) cos(y, y&) eos(y, z3) | . (6)
cos(z, %) coslz, y*) cos(z, z%) )
Selon 22 nous avons
T =TT, L
cosX 0 siny 1 0 0
1%( = | 0 1 o |y I@ = {0 cosp =sinol,
siny O cos’Y 0 sging QOSYP
f (38)
cos¢ =sind 0 :
E@ = |[sing cos¢ O |,
0 0 1
p

d'od on peut déduire

cos)eost+singsinysing; —cod)sind¢+singsin)cosd; cosgpsiny
K= cospsing s cospeosd 5 =ging (9)
—sinycosb+singeosysind; siﬁXsin¢+sinmcosxpos¢; cosgpeosy

Dans ce qui suit nous supposerons toujours que les déplacements

v ot w sont petits par rapport A 1'écartement de la voie 2b (voir ‘
le chapitre 33), et que les angles ¢,y , ¢ sont petits par rapport)

% 1tunité. En négligeant tous les termes de troisidme ordre et
plus on obtient

1-3X° - 545 =0+ oX x |
T = " 1-39%- 345 - . (10) |
X + 96 ? o+ A 1-30°-3X° '

Les appellations des déplacements translatoires du centre 021

et des déplacements angulaires de la caisse sont indiqués dans le
tableau I.
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31.

En combinant (1) et (4) nous avons

P=PF, +p+EF%. ()

A 1'aide de cette formule nous sommes 2 m8me de calculer les
déplacements des divers points de la caisse.Ces déplacements sont
les.composan{es du vecteur

F-F () =5, +F+ (E-DFT, 3 (12)
P (o) étant la valeur de F lorsque les déplacements s, v, w, Y
et ¢ sont zéro, et T représentant la matrice unitaire.

Pour déerire le mouvement d'un essieu nous pouvons opérer

de fagon analogue. Introdulsons d'abord un triddre (oi, X Yy Zi)
exécutant un mouvement translatoire le long de la voie. Choisisson

L'endroit de 1l'origine o; par rapport au tritdre fixe (w, £47 ,'”§) '

de telle sorte que

woy = & + ay (13)

(ai étant la distance de l'essieu considéré jusqu' au plan (y,q,z)
de sorte que nous pouvons éderire

Pi = Poi * Ty (14)
avec
tj,i s+ai xi
Pi={Ms] v Poi= O |y Ty= ¥y (15)
gi 0 Zy

les coordomnées P "?i, 3 représentant les coordonnées dun point

se rapportant 3 l'essieu i par rapport au triddre fixe (w,§ i ,g).

Introduisons en outre le triddre (oi!, xi!, yil, zi!), dont
l'origine coIncide avec le centre de masses de l'essieun, l'axe
oixyiE cofincide avec l'axe de révolution de 1l'essieu, et Lltaxe
oix::ci3E :st t;ujours horizontal. La transformation des coordomnndes
xi’, ¥is 2y aux coordonnées Xy Y0 24 s'écrit alors

] (16)

avece
x
— - X _ *
Py = [ V4 ’ ryoo= ¥i ’
x
W
i “4

LABQRATORIUM VOOR
TOEGEPASTE MECHANICA

DER
TECHNISCHE HOGESCHOOL




et
| 1 0 0 cosd:i - sin¢i 0
I(pi = [0 cosp, -4sin<pi ’ K¢i = | sind, cosd; O |,
O sing, CosQ; - o . 0 -1 '
| >(18)
cosd;i ;] - costpisimpi H sincpis_incbi
Ii = chi chi = | sing; ; cosg, cosb; ; = sing,cosl, R
0 sincpi 3 cospy
ou en approximation ' ‘ : y
1-50,° -4y 239,
I, = o 1-F0l-50° -, : (19)
o 2] 1-50)

Le triddre ((:aiiE s xf ) yf . zf’) n'est pas attachéd & l'essie

i. Pour décrire le mouvement de cet essieun de fagon compltte, in-

troduisons encore le triddre (01 . x:* ’ yi ’ zin), qui est bien

attaché & 1ltessieu et dont l'axe os“fyfaE coincide evec l'axe oixyii.

La relation entre ces deux triddres s'éerit sons la forme de 1la

transformation
- % - X —XI
r,T o= Ay Ty | (20)
avec
x . x
COSY 4 O siny
E
A‘Xi = O l O » (21)

- sinx ix C c:osxiE

La rotation de l'essieu est déterminée par l'tangle xix « Tandis que
les déplacenments Uy, Vi W, peuvent 8tre considérés comme petits
par rapport & 1l'écartement de la voie 2b, et les angles Ps 9 L[.o
comme petites par rapport & 1'unité, l'angle ’xi a toujours une
valeur quelcongue.

La combinaison des formules (16) et (20) donne

T =3 S
rs =Py + 5 T (22)
avee
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D'autre part nous pouvons tirer de (14) et (1_6) 1a relation
Pi=Por *Fa + &y . | - (o)

32, La coopdération entre caisse et essieu. A l'endroit de la

‘botte d'essieu ij la caisse peut présenter un déplacement verti-
eal par rapport & l'essieu &gal 3 la flexion extra du ressort

f; 5+ Par contre, 4 cause des glissidres le jeu horizontal
longitudinal et le jeu horizontal latéral est égal 4 zéro, ce qui
donne lieu & trois.liaisons par essieu.

Calculons la flexion de ressori fij gt les trois relations
entre les coordonnées de la caisse et celles de 1l'essieu i résul-
tant des liaisons. Dans ce but, supposons d'abord qu's l'endroit
de 1la botte d'essieu la caisse peut présenter également un
déplacement horizontal longitudinal = Syxij et un déplacement
horizontal latéral - shyi . On verifie sans peine gutalors les
quantités Spxij® Shyij et fij sont détermindes par la relation

= Phxij .
fi;] ‘

aveo P (31, 11) et Pi (31, 24 ), les vecteurs TE e ':i"'jfE &tant
&gaux A

0 :

4
_I:-. + bi ? ‘I-"i! = I bi A (2)
0 '\ 0 r
respectievement. On trouve alors
-, .
hxi)
Spyig| =T = B T Ery + B0 (P Pog t PP (3)

A 1l'eide de (31, 5), (31, 10), (31, 17) et (31, 19) on déduit

N

Spyiy =¥t ‘oi(dﬂbi) -%— 31(12 02 T biq’ix"q’(v“‘fi)*'X(W'Wi) ,
~(v=vg) = agbra X —buy = 9 (w=ig ) :% by {(‘P"“Pi)z + (¢-¢i)2 )

A\
~

Spyig ©
fij = wewy & bi(ﬁo“ﬁpi) - aft dY tl:i-ui’)(_. —cp(v-vi) .
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32.
Or, i1 est clair que la construction du véhicule ne peut pas §
8tre de telle sorte qutaussi le déplacement shyil que le déplace~
.ment 8, 4, o5t &gal 3 zéro. Supposons que la construction est
exbécutée de fagon que le déplacement moyen

1 | - .
8yyi = Z (Buyi1 * Snyio) - (5)
eat 8gal 3 zéro. Dans ce cas les trois conditions
Bpyyy = O Bpyy =0 (3=1,2 - (8
‘doivent 8tre remplies; elles donnent lieu aux relations
uy = % ai(’xa -¢2) -'X(w-wi) ’ . (72)
vy = v+ ai¢—aitpx+q>(w-wi)9 _ (7b)

et 3 1'aide de ces relations on peut simplifier 1l'expression (4)
pour la flexion d'un ressort 3

fi;] =‘W\'Wi-ai¥ibi((?*wi) +a.icp¢ibi‘)@. (8)
De mdme on peut transformer 1'expression (31,19) pour Ii en
1-% 0% —d+ ¥ 9,0
1 . 2_1 2 '
Ii = tb‘- P54 l-md" =5 95 -~ (P:]L. ) . (9)
0 21 1=5%

33, La coopération entre voie et essieu, I1 faut meintenant
' rechercher les propriétés géométriques résultant de la coopération
entre la voie et les essieux montés du véhicule pris en considéra-
fion.

Le probldme gque nous nous proposons de traiter a &té &tudié
déjk entre autres par Heumann [1§], Borgeaud I?O], Bouteloup {?1]
et Martarelli [?4]. Ces &tudes, trds valables en soi, sont moins
propres i servir comme point de départ pour des recheréhés dyna=
miques générales du probldme d'interaction entre voie et véhicule.

Clest pourguoi nous avons développd une nouvelle méthode
pour aborder le probldme. Elle revient % ce gqu'on congidére les
d&placements de l'essieu par rapport A la vole et les déplace-
ments des points de contact par rapport A la caisse du véhicule
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comme faibles, comme nous 1'avons fait d4éjd avant dans le chapitr
présent. La néthode peut &tre appliquée & des rails et des roues

de profil quelecongue.

Appelons Aoij (3 =1,2) les points de contact rail-roue dans
le cas de la vole non dévibe et de 1l'essieu se trouvant dans une
position centrale (o) les triddres (049 Xy Tyo z,) eb "(oi;, xf y
yil, z;) coincident). Appelons b 1la demi-distance des points Ajiq
et Ajjoo et r la distance de ces points & l'axe 047y

Dans le chapitre 31 nous avons rencontré les coordonnées

Uy Vs Yy Py by s€ rapportant & 1l'essien i. Dans le chapitre
331 nous chercherons les deux relations entre ces coordonnées et
leg dé&viations des rails et des roues résultant du fait que lors
dtune d&viation de 1g voie et d'un aéplacement de 1tessieu ce
dernier présente toujours deux points de contact (aésignés par

A, .{(3=1,2)). Fuis dans le chapitre 332 nous adterminerons encore
1es directions normales et tangentielles et les rayons de cour~
vure du rail et de la roue au point de contact, quantités dont
nous aurons vesoin lors du calmﬁqusforces yangentielles roue”
rail. '

331. Relations entre 1es quentités fixant 1e déplacement d'un

r plan (yi!, oi*, zi) avec les sections des deux bandages est repré-

essicu et les endroits des pointg de contact rail-roue. Dans la
figure 22 nous avons représenté le plan (yi, 04 Zi) avec les

sections des deux rails dans la gupposition que chaque rail est
ddplacé dans 1a direction 04y dtune valeur t eij' T,es points de
contact Aij me trouvent au Xoisinage des poi-xzts Aoij' Désignons
les composantes du vecteur Aoij A, . par 5:1.3' + ("Zij - e,:) € ii

ij i
les quan‘t:ités F’ij' Qij,gij ainsi que les quantités € s %tan’c

1]
faibles par rapport L r et be La description peut se faire d'une

fagon tout & falt analogue dans le cas de l'essieu pour leguel le
x

senté dans la figure 5P 11 n'y a gue deux aifférences: certaines
quantités sont indiquées avec un astérisque afin de les distin-
muer Ges quantitéb correspondantes de la voie, et les déplace~
ments latéraux des roues sont considérés comme positifs dans la
direction & 11intérieur, de sorte que par repport & l'axe oiaE yf
11s sont Sgaux i + eij* . Ctest pourquol les composantes du vec—
teur Ags Ay 5 par riapgort a; ’crié!dre (o; ’ xf, yi!, zf) stécrivent
recpectivement aij“, ¥ ('Ylij + ey Yy ‘giji.
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Jusqutici nous n'avons congidéré gu'une voie sans dévia-~
tione, Supposons maintenant qu'd l'endroit de l'essieu i le cen-
tre de la voie présente une déviation latérale (dans la directionl
de oiyi) m; et une déviation verticale {dans la direction de oy z )
‘gi, et qu'en outre la voie présente un déplacement angulaire {3 -
autour de l'axe o. 3%

Avee la conveantion pour les signes des angles on verifie
facilement qu'd l'endroit de l'essieu i le rail fait un angle
’X:LJ avee le plan (xl, 059 ¥ ) et un angle by 5 avec le plan (xi,

T 049 By ) qui sont respectivement déterminés par

’Xij’- = -gi ?bﬁi s ¢ij ='vzi , o (1)

le prime indinuant une dérivation par rapport au coordonnée sj
les valeurs des dérivées doivent &tre caleulées au.point s+ a4 .
Les tritdres (A, 159 F’ia’ 1213, S ) ne sont plus paralléles au
triddre (03.’ Xiv Fio zl), maie ile preuentent une rotation sur
ltangle {31 autour des axes A:L3£3." On trouve faitement que main-
tenant on peut représenter les surfaces du rail par les &quations

X = gij’
yg =k =gyt e+ =885 ¢ G=L,2) (29
z; = r+‘§i;j +‘Si + i(To ﬂzij + eij)’

eguations dans lesquelles les quantités E"l;j"qij et g sont
lides par une relation qui dépend du profil du rail. Suppoqons
dtabord que F’ij = 03 cette relation peut 8tre &erite alors sous

la forme
= | s a
Say = 10my5) . (3=1,2) (3%
Par conséquent la relation s'éerit dans le cas général
\gij +Xij z;‘ZLJ = f(NZ;LJ L d)lJ E’l,] ) (i =1,2)

ou apres développement en séric du second membre

85 v,y
Iel nous avons introdult, pour abréger, l'angle Yij’ défini par

LYo L [4f . a

. a
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Les tritdres (Al:} i3 ,n’llx € I) sont paralldles au
triddre (oi ’ xi ’ yi , zix), et les équatlons des bandages peuvent
s'éerire
£ _ . X X x_ . x . . by
xE=e, %,y (b AR P r.rfij , (5=1,2) (29

J ,"213 et g Satisfaisan't; une relation gqui dépend du pr'ofil.'

» bandage. T{epre entons ce profil au plan (yf, o;, zf) par
i . b
|. S Eo £, ) (3=1,2) (3%
(gi;Eétant zéro), et écrivons de fagon analogue & (sa)_
tgyys = a | . . (1=1,2) (5"

J a®) m* = ,Qij!

Lz reletion cherchée s'éerit alors

2 o' -
x E\© _ ., _ oE 3 -
\[aij # (ra 5,5 - x = 25, B, (j=1,2)

ou apres développenent du radical en série au voisinage des
= - .
voleurs E;i.i: 0, S'j = 0, si nous nous limitons jusqu'd des terme

du deuxitne ordre:

g..*z
S e Ao = ), (3=1,2)
r .
de corie que 5
N
1_9-- -
§.Fe - B 5. : (5=1,2) (4

Considdrons maintenont le nonbre des ingonnues et le noubre
ations disponibles. Prenons coime inconnues les six coordon~

130 i \gilli( =x 1,2) xdes points de contact A4 et 4., les

rortomées ‘-lJ,/TZ_' ‘gl:& (i=1,2) de ces points, et les guatr
{(3=1,2). Les cing quantités de

13’ 13 ‘

ddplacercnt Usy Vi Wip Py et wi sont augsi inconnues. Le fait que
h] - 2 al r\va b ) . T

les coordonndesdor wointe do contact (27) ot (2%) doivent cotilo=

L -
foive oux Squodion:t (31, 16) noun coniuit & six relations, Insuite

angles d'inelinaison vy,

quatre relations exprinment gu'eon chague point de contactd ila nor-
male X la surfoce de bandage coincide avec celle du rail. De plus
nous avens len deux relutions (4%), loc uomc relations (4 }, les
doux rolotions (5%) ot icn deux relotions (5 Y. Nous avons donc 21
P ~t 10 &omotions, de sortce due nous pouvons choisir,
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par exemple, Uss V3 et ¢i et exprimer les deux coordonnées Wiy Py
- . : x % x

ot les 16 quantités £y, ;s ‘§ij, Eis o Mage oagr Vig ©F Va5
(3=1,2) en ui,vi,tbi et en outre en €40 eij*,flzi, ‘gi, Bys Xi;j et
bige | | o
Rédigeons les six premidres &quations. En négligeant les
termes de troisidme ordre et plus on tive facilement de (31,16),
(31,17), (3%,19)

N
X; =uy o+ xix— tbi.')ri!-i- tpi(bizii '
A R TR TR DR S A O
2y = wy + oy S e (L= Fod) a¥
ot ensuite de (22) et (2°) . \/
gy = r,ij"q.ui-? by, x (frgij*-r o5 ) by + TP by s
Moy =Myg F VIO F e e Yy r7 (o 405
| Fy0 T g Fre S F, > (j=l'§,)n
€35 =Saf+ my 0oy =Sy Fogy-grey
o+ oes) F Byt Byegye

Aboutons maintenant 3 la rédaction des quatre conditions de
1la coincidence des plans tangente. lettons les formules (43‘) et
(d,b) sous la forme

Fij(gij' r?ij’ glﬂ) = f('?la) + gij+gij(xijx¢ijthij)’ V

Fl:}l(glji' “?j_Jx! giax) == fI(”zijI):ﬂ' gij!"‘_zjr_l .

Introduisons les cosinus de direction eabtre les norm les nij’ ni;

aux surfaces F,. = 0, F, . 0 ot les uxes des triddres (o ey Vi
i i i* 71 i

x X _E _Ey, .
z;) et (oi s Xy 9 Ti 9 By Y3 ils saticfont &

S
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cos(ni;, x;) = - : cyol.;

-

on 'peu't: alors écrire les conditions cherchées comme suit:
E 3 - x '
cos(xy, nij) = cos(xi’\ By 4 )
cos(yfyng )y ¢ (3 =1,2) (10)

cos(z;, ni;j) = cos(zi!, nijl) '

]

cos(yi!, ni;])

les signes étant choisis de telle fagon que la normale ng est

dirigée vers ltintérieur du rail, et la normale 'niivers 1'exté-
rieur du bandage.(Les gquantités cos(xi, ni.) etc, et c'o_s(xi, nij!)
ne se présentent pas dans les Squations (10), mals nous y aurons
besoin dans le chapitre 332.)Etant donné qu'un des trois cosinus
de direction de By 5 (ou nij!) est dépendant des deux autres, les
relations (9) ne donnent lieu qu' & quatre relations entre les
quantités ‘31;1' Sil et Uiy oee g |

Nous tirons de (2%) et (8)
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oF oF, | aF
14 _ - 13 _ _ 11 _
-ﬁ;’l -"-Xij * ¢i,‘] tg Yij’ 'ﬁ—i‘i =t thij ﬁi' }?il—li ﬁitg Yij’
| | | (112)
et de (2°) et (7)
oF, ®E g, ®  op, % oF, ¥ | .
Moo AL, ey egy S, a1 )
ox, r 3y 4 9z

puls nous déduisons de (11%) et (6)
gr oF, ' Wl
ij _ i _ - S
gx“%‘xig £ (by=by 5)t874 4, a—_% AR PR Y ;51‘ =
i Yi 4
1% ((Pi"" Bi) tg Yij’ (11.0)
de 'sorte que selon (9b)‘

cos(nij, x;) =xij cos v; 4 % (q’i"‘!’i;j) ainyij )

m::sa(:rli:p yi! + Sin'yij + (q)i- si) CoB Yy 4y (3=1,2) (12%)

i

cos(:qij, zf) = cosyyy T (94 = By) sin Yig0

g F 4
1j x
T c0sS Yij

]

b?s(ni:j!, xil) ’

coss(:rxijEE ' yf) = * sinvij!- y (3=1,2) (12
: cos(ni; . z;) = CoS Yi;jI .
‘De (10}, (12®) et (12"’) on tire enfin les relations
% .
Kxijcosyij - —;1 cosy; ;T X (¥, - ij) siny, 4= 0,
sin'yij- sinyi.! ((pi-ﬁi)cos Yig = 0, (i =1,2)
(

COS Yy 4 ~ c:os«(i;'E (pi-ﬁi) SinYij = Q ;

du deuxi¥®me et du troisidme jeu on déduit

x - _ _ . Ey _ 5 -
I Sin(Yij Yij ) + (cPi [51) = 0, COS(Yij Yij ) 1l =0, (3 "1’2)
de sorte gqu' il en resulte les quatre relations

Yij = Yijlr': ((Pi.‘pi)' (138.)

(j = 1'2)

Ei;= £ (d»i-tbij) tg Yig ¥ rxij . (13%)
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Dans les dernidres équations nous n'avons conservé que des
termes lindaires. En lindarisant également les &quations (7) on

obtient
E';i =.(l;

p i;‘+ uy + by, | _(143)7

Mg =gy ¥ (v =83 =T ~reg) + ey (14%) ; (3=1,2)

gia =\gi;+ Wiib({Pi_Bi) -‘gl H (140) J

gvec

t dy . o sy

I—
eij + e}‘.j. = 8y
Les pairés d'équations (3%), (37), (5%), (5°), (13%), (14°) }
et (140) forment un jen de 14 &quations pour les 17 inconnues Vys

x F 3 X /.
Wis Py di' O3 q?ij'_ gij’ ’Tllj ’ glﬂ ’ Yij et Yij (J =1,2). Par
conséquent il est possible d'exprimer les quantités Wy etc. dans

les quantités vyy 65 et 650 On vérifie facilement que w; etc.

dépendent seulement de vi-di et ey de sorte gque nous pouvons

éerire

Wy = wi(vi - di,ai) y 04 = cpi(vi - di’ei) . Eij = aij (vi - di’ei) . etcz.s)
1

Dans 1'&tablissement de ces &quations on peut souvent ad-
mettre que i

Yij = Yi? . | (j=112) (17)

11 c;st alors possible de remplacer les quantités nzij’ gij’ r?ij!’
Sy par
x * .
Ty = My "dzij' 21§ T Y13 -\gij‘ (3=1,2)  (18)
Or, on peut &tadblir la relation

oy = 5yy (7y) (3=1,2)  (29)

entre Yy 3 et Zysy N admettant une wvaleur pour Yij = Yiji . Des
relations (5%) et (‘jb) on dédult alors les valeurs de ”Zij et "2:]_;
v correspondant, et des relations (3%) et (3°) on trouve les
valeurs de gi et gi! v relatives.

pe (18)% (14°) et (24°) on déauit
Yig= + (vi-di-f?i—rcpi) =@y Z34=" Wy ?b(cpi-ﬁi) +gi'
(j=1,2) (20)
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331.
Pour chaque valeur de i il y a deux équations ﬁ19) et quatre
équations (20). Ainsi on dispose de six équations, desquelles on

| peut résoudre les six inconnmues Tige 2y w, et g4 (j =1,2) pour

des valeurs dounnées de V= dis 859 My dy et By
En déterminant les augmensations dys . et dzij de (18), on
d&duit 3 1l'aide des relations (5%) et (5°) -

dz, .|
— 1 . 3 - .
thij = (1?1)3’= yij y - . | (J ‘1!2_). (21)
de sorte gqu'aussi les quantités Yi = Yij! sont connues. De ces

gquantités ou déduitfqu etf’?lI 3 l'alde des relatlons (5%) et
(5°), et 611'131;1.3';!::52'gi‘_j g I %zl'aide de (3%) et (3°) respective-
ment.

Finissons ce chapitre en observant gue pour beaucoup de com—
binaisonsd'un profil de rail avec un profil de roue il existe la
possibilité que, soit au e8té % droite, soit au ¢8té & gauche, le
contact rail = roue a lieu en deux points au lieu de en un seul.
Tour un tel contact il existe une relation entre vl-'d et ;1
on ne peut encore choisir qu? une seule de ces deux quantités.

332, Directions normales et tangentielles; rayons de courbure. Deg
relations (331,6) on déduit facilement que dans le cas linéaire

X) =1, cos(x;,y) = =¢;, cos(x;,2) = o, }

Ey _
Xy ) = by ete.

cos(xl,x

(1)

cos(y,

Lerivons ces formiles sous la forme de la metrice suivante:

= ;3 x
X I =1
X 1 “ 0]
i 1 (2)
I3 ¢i 1 Ty
zy ¢ Py 1
Introduisons maintenant 1l'axe txij A4 direction parall®le au
roll déformé et l'axe tyij 4 direction perpendiculaire sur n 5 et
txij' qul fait un angle aigu avec l1l'axe 035 Les cosinus de
direction de txij avec les aoxes du triddre (oi,xi,yi,zi) sont

respectivement: 1, wij et mj(ij' Les coginus de dircction de tyij

(&
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se déduisent des cosinus de direction de txi;j et de n, .. Or, de
(2) et -(3_3_]_;,12?‘) on tire facilement les cosginus de direction de

N, %
1J

cos{n, ) = cos(n. %y cos(x, ,xi) + cos(n ,Ji) cos(xl,y )

1,]’X 1J’x

ij
+ cos(n

13,21) cos(xl,zi)

= Xij 008 Yy 5 F by 5 8in vy etc. 3

puis on calcule cos(t i') ete. & 1'aide des cosinus de direction

de nl;l et t s et des propriétés dlorthogonalité et de la normali-
sation. Les r sultats sont réunis sous la forme de la matrice
sulvantes
Ty Ii 21
1 s X 150084 4 Ty s:;.nyj_3 xsiny; = By cos Yij| 008V 4% 03 8inYy 5
Siig 1 o =Xy
tyij IXiJs:Ln yla 13 COSYiJ cosle + B s:.nyl'3 + sin Yij+pioos~&j
(3)
De fagon analogue nous d&finissons une dlrectlon ‘le; nor=

male en A . gu plan passant par Ai et par o:L Ii % ot gui fait un

ngle a:i.gu avec la dlree’clon 01 X %3 ainsi gqutune direction ty”

normale aux directions nia et t_.¥, qui fait un angle aigu avec

xij
0 y . De 1la d&finition t.. X on conclutb que ltangle euntre le Xlx

et by * oot &gal & & J!A:-, ou selon (331, 13Y ) A+ (u -4, )tgvl1

xi
+ X '23..1 2), tandis quel'an gle entre ofyxet . X

7}’2 . A l'aide de (331 12°) on trouve alors les cosuws de direc~—
aE)

3 eﬁt éwale

tion de nla ’ tx1a R tle par rapport au triddre (Oi ’ nl R yl s B

aong la feorme de la matrice
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Les projections de %, 4.4 yij’ txij’ tyij sur le plan (xi, |
04 yi) sont dessinées dans la figure 3. On voit que les directions

txij' ty 13 forment un angle, selon (3) et (5) é&gal &
: by = ¢
S SR ) (3=1,2) (6)

! Pour 1'&tude des conditions de contact Il est important de
connaltre les rayons de courbure principaux des surfaces du rail
] et du bandage. Choissons les signes des rayons de telle fagon qu'
un rayon est positif guand son centre de courbure se trouve sur la
partie positive de la normale, dans l'autre casil est négatif.

Les tangentes du rail au point Aij correspondant aux direo-
Itlons tx1j’ tyij se trouvent dans les sections principales déter=—
minant les rayons de courbure

l:o\2 172
1+ G%EJQi 1
frg=®9 fiu = Fy— = g < (g=1,2) (7)
- &, e
RAER

La seection principale de l'essieu au polnt de contact Aij qui con~-
tient la direction txi;j! se calcule 3 ltaide du théordme de
Meusnier et de (4): '

r r
P = 2 : (3=1,2)(6%)

x _x
cos(nij, zg ) CO8 ¥y 4

Enfin la section principale de l'essieu au point Ai qui contient
la direction tJij , passe aussi par ltaxe de révolution, et déter-
mine le rayon de courbure

{1 (df‘) }3/2
py X AT/ 4 } L
yi ~ d2f=) o vony. E (g_ﬁ]
-— x - 'Y N
=N 15 (G,

34, Rotations virtuelles. Dans le chapitre présent nous calculerons
les rotations de la caisse, ainsl que celles—ci des essieux, qui se

. (3=1,2) & |
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34
présentent lorsqu'on fait varier les coordonnées généralisdes du
véhicule, et puis quelques déplacements virtuels qui sont liés
avec ces rotations, et dont nous aurons besoin dans le chapitre
43 lors du calcul des forces généralisées. En outre les rotations
nous seront utiles dans le chapitre 35 lors du calcul des vitesses
angulaires de la caisse et des essieux.

Pour la détermination de la rotation virtuelle @ de 1la
caisse nous considérerons la transformation (31,4) du triddre 7
(of, x¥, y*, 2%) au triddre (o,x,y,2). En variant cette relation.
nous obtenons

*
fr =4 +di 1 ,
soit avec la relation (31,4) inversée:

§F =465 +dE X~ (3 - B (1)

La matrice

0 -d8 de
§1 1t < Se, o -de, (@)

663, 48 0

x

représente la rotation du tri2dre (o*, X, y*, z¥) et de la caisse

par rapport aux triddres (o, x, y, 2z) et (w, &y 7y £,
Pour la déterwination de la rotation virtueile
Jex

Jey (3)

Jez

$B

de la caisse nous considérons successivement les étapes diverses 4
processus de la transformation en admettant provisoirement gue
les origines o et o coincident. Le triddre (o, X, y, z ) est
tourné sur un angle JXautour de 1'axe oy & un triédre awxiliaire
(o, Xy K zl), et la formule de transformation s'éderit

Cette rotation virtuelle a donc les composantes
0
§x
0
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4
par rapport aux deux triddres. Ensuite le triddre (o, X1 yl,‘igy_
est tourné sur un angle ¢ autour de l'axe oXy au triédre ;
(o, Xp1 Yo» z2). Les composantes par rapport aux triédr?s (o, Xy s
Yy zl),et (0, xp, Yor 22) de cette rotation virtuelle sont:

S '
o J.
0]
Enfin le tri2dre (o, X5y Yoo zz) est tourné sur un angle JQI_
autour de l'axe oz, au triddre (o, x%, v*, 2z%), et cette rotation
présente les composantes '
0
¢
Sy
par rapport aux deux triddres mentionnds. On vérifie sans peine &
1'aide de (31,7) et (1) que les composantes du vecteur d & par
rapport au triddre (o, x, y, z) sont donndes par

go_ 0 Je 0

§B =| do | = d Iyl o] +HE, [ 0| (5)
§e, o 0 Jy

Avec (31,8) nous obtenons
do_ = do cosy + dycos ¢ sinegy
JG; = JW - dysin ¢ , 7 (6)
JGZ =-5w sinx -+5Ycos ¢ cos% R

soit avec l'approximation du chapitre 31
Jexzdcp + ydy, éey=d'x-quq/, de, =<55V-'XJCP- (7)

- Les expressions pour les coumposantes du vecteur dgi de la
rotation virtuelle de l'essieu 1 =sont un peu différentes, dtant
donné d'une autre succession des étapes de la transformation .

A l'aide de (31,16) et (31,18) on trouve

- . . x :
dexi = é¢i cos @4 ({Xi cos ¢, siny,,

. *

6eyi = d¢i sin ¢, +qui cos ; cos Y., (8)

- x .
dezi dﬂ’i gin <pi+<ﬂ”i'-
Développons les Tonctions narmonigues en série, mettons en outre

5 + u,

’Xi*=-- -2 +Xi7 (9)

T
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et supposons que la variation de 1'angle y; est du méme ordre de
grandeur que la variation des angles Py ete. (aur cette suppositi
nous reviendrons encore dans le chapitre suivant). Nous trouvons

alors v, Vs
S0, =gy + T de + vy -y Iy 5
J Ju. qyl +§Ui .
Jeyi =-%-F J/’(i + @y doy S s, - 10)
Py ¢y |
96,5 =d¢ - $—ds - vy Iy,

soit avee (32,7a) et (32,7c):
0 '
6ex =Jt‘p +;<§s-—-%;— Js—(‘llchi,

_(59 = - é.‘?; + é/Ti'_ -i—i- (qéz-t]ljcs}u) + E—;—Ei—é;r*- %(éw —5'”1) (11)

| +pdey + g
0.
do = dp- Fés o, ‘571 - 9y 8q-xd9y -

De (31,14) et (31,22} on dédult gue les coordonnées d'un poi
de la roue par rapport au btriédre fixe peuvent s'écrire

Pi Po 5 + Bi E‘i}Ex’ . E (12) ‘
Yol selon (_1;,23} et (31,18)
* x
?—Y. .T&,X qui Ktpi K,Xi .
Zn variant 'L'éxiu »tion (12) on trouve
- &7 I b - X
é Pi = 6F0j_ 3 JP]. + 6Bi ri ’
soit selon {31,20)

an}

§f = &p . F». - 43, ;*1 FI

Mais & 1'zide de (13) on peut derire

%, -1
&8, X,y =43, B, I, ;
i s i 71 i

or
0 - &8 e .
1 z3 4 yi
B, B = do . 0 -
J"Jl' i 9::41 ' éexi !
- de . do o
“¥yi x1
LABORATORIUM VOOR
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et 3 1'aide de (10) et (31,19) on trouve

0 (ERET Yy
. *-1 1
éBi le =) G - (pi -1 +-é-€P
0 1-50,° - 9y
2 2
Yy ~1lrze TV ¢
L2
+|1- E'Wi T ¥y v %
0 0 0
)2
- %% 0 1-35Y
| fa + du, |
¢y (. Yy - — 7 57(1 . {17)
U
-1+ = fbi 0 G

35. Obgervations cinématigques. Dans ce chapitre nous calcularons

d*abord les vitesses transversales V& {(i=0, ...n) des centrer de
masses de 1la caisse et des cassieux et les vitesses angulaires w
et G& (i=1, ...n) de 1la caisse ot des essieux. Ensuile nous déter-
minerons, ayant en vue les calculs & exposer dans le chapitre 4§,
les vitesses tmggentielles dans les dizactions txij’ tyij de cheague
roue par rapport au rall et la vitesse angulaire wnij autour de la
direction nij_de cet essieu.

La vitesse de translation du centre de masses des la caisse

se trouve en dérivant la relation (31,11) par rapport au temps:
) » !

V; = pP= F% +p+ir (1)
avec
a
_x % °
T = r() = 0 (2)
~h

selon (31,3). A l'aide de (31,2), (31,5) et (31,9) on trouve pour
les composzantes de V;
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4 - h')'(- ao(fx ?Ea-tlvlf'),
T+ a L]'J+h¢ , _ ' (3)

o Y - 7( + & (tnq:+\Vt'P) - h(<}‘” *‘?’7\')

Dans la détermination de la vitesse angulaire w nous égalons
la rotation 8§ 3 - votation réelle d@ se présentant dans 1'inte

alle de tewps é%. Nous avons alors
- 4y :

soit avee (34,5)

« . . . - .
W = q} +’xq)’ ["317 =’K— ('!)LP') w'z‘ =11U-- er . l (5)

¢
3
de (31,24). En \égalan'!; 3 an vecteur O) , et,en difffrenciant

cette relation per rapport au temps nous uvrouvons

ﬁi = ?% = F%i + Py {7)
coi% avee les velations {21,15), (31,17) et (32,7a - 7b)
‘-..Txi:s }-a(’Xfx ‘VLP)"'K( w—W)-—-X(W-—W)
Vyi,.—.-TLaLP..a(r?(»r-cc'X) w-w)+qa(w-w1; (8)
V. = W, .
wi i

Dane la détermination de la vitesse anguiaire &”i de l'essieu
1 nous 8galons 1z rotation virtuelle Jgi 4 la rotation réelle d@i
sc¢ présentant dans l'intervelle de temps dt; nous trouvons avee
(34,16)

wi = Q% , W =8 L, W = evﬁ s W .. =8 . {9)

soit avee (234,11)
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. L] E ] cpiz L]
“xi T %1 +¥S—TS-WX1 ’
& A ay . W&) Wo— Wy e
wb'i " *ﬁi - 5r ('XZ" '2+ Ty . . - (10)
X . L] L W + @i .
+-£.-(w-wi) e + 5= ’

Wyg =¥= 58+ @i¥; - X - X9y

Lags composantes du vecteur w;E de la vitesse angulaire par

rapport au triddrg o? ’ rf, yix, zf) ge trouvent & 1l'aide de le
formule
5= 5 6 (21)

T T U
Aver (32,9) on adduit de (10)

“xif Py 0
% é . . ai . . . 1. X . .
L!Jy L e +xi + qgil{"" '—i.’ (X“-LPLP) + T ( w - wi) + F(w - wi)i ( e

i r
® _ o y :
w?}i __l..]J - (cPi/X_F%(Pi)
Calculons maintenant encore les vitesses au point de contact
Aij’ et limitons nous aux termes lindaires. Dans un tel point le

| rai1 présente une vitesse dont les composantes par rapport an
triddre Coi, Xy 00 Ty o0 zi) s'éerivent

G 0 0 0 ¢
- B . - :
G Bi 1 o] 0

Ies composantes de la vitesse de 1la roue par rapport & ce triddre
sont égales &

0
vijx -.-.-—Fi..ft_fi + eijx . (13v)
0

La valeur de’?& ge déduit de celle-ci de 6f§, déterminée dena le
chapitre préecéddant, ol 11 feut maintenant remplacex*df% par fg at ,
Jmi rar ¢, dt ete. Le vecteur d'un point de contact est dAdterminé

par (331,2b):
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x
1]
- x *
7, oo{a (b= 7yt —eyy )

r o+ gij*

A 1'aide de (13a), (13b), (34,14), (34,17), (32,7a) (32,7¢) ,
(31,15), (31,17) et (331,15) nous trouvons pour le vecteur de la
vitesse relative

= x .
Wig= Tiy = Ty ¢ (14)
L I -
8
- T YJ-J b b i + I
wij = Vi - LPB - T (,“1 - di e
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. Nous sommes surtout interessds dans les composantes de catte

- vitesse par rapport sux directions, n:lj?tid. 39 dont les cosinus|
gsont données par la matrice N (B_L,B) 'grouve sans peine que

W

nij
Toxig | =0 Ty o
Wy

N

soit avec (331,7), (32,7%) et (32,7°)

Voiy = & (x'ri- sq,—rcpi-di;ei) siny,y +(%Ei?+ &iibc}i) c08 Yiye

-*

te g - |
tx13 =7 T J1g tPY TNy . | ) (16

L (v éq,-rcpi-&iiei)cos Y1 ¥ (% F,i;-:- v'viibéi) sinyyge

)

-3

W

oz, de (331,1) on déduit les relations

5Ny = =Sy ¥y Sty =y - (a7)

de sorte qu' i l1l'aide de (3}_}_,13})) et (__"2_2_,70) on peut écrire

En différenciant la relation (331 14°) par rapport au temps on
trouve que la dite expression est égale 2

gj g ii (s-slb-"?i)tgyid;
de (331 32), (331,3°) et (331,13%) on déduit

"121;] tg Yi"j’ \gi "’r?i?tg?ij ’ (18)

en différenciant également la relation (331, 14 )par rapport au
temps on trouve par conséquent

-f-‘-g“!+ ﬁiibtﬁim{: ({ri—c’ii-rc}i-écb)+éj}tgyij . (19)

TOEGE PAST%EEIECHAMCA
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35.
A 1l'aide de cette dernidre relation on peut simplifier les
expressions (16) en

:O,. j

W

ni]j
: _ .. 8 x4 : : |
Wixsy = = 2 ?i:l Fobr Yy 4 b (20)
. _ vi—s¢-r¢i-d133ei
tyid ~ €08 ¥, 5 . J

Nous voyons que les vitesses tangentielles sont du m2me
ordre que les quantités % etcs C'est en correspondance avec
1'hypothdse que la variation de 1'ang1e‘}3-est du mlme ordre de
grandeur des angles ¢, ) ete., faite dans le chapitre précédant.
Ceecl veut dire que le cas ol les vitesses tangentielles sont de
1'ordre de grandeur de la vitesse s (cas que se présente lors
d'un patinage de l'essieu en question) doit 8tre traité séparem~
ment; il faudrait alors supposer que la variation S’Xi serait de
1'ordre de la variation O8/r.

Calculons encore la composante de la vitesse angulaire wni
de l'essien i autour du normale nij au point de contact. Cette
composante est &gale 2 '

w_ .
Wy 4 =.(cos(nij, xi) cos(nij, yij) cos(nij,'zi)) Wes |

w
soit avee (332,3), (10) et (19) 2t

»

+1

Wnij = -I‘?f- —'Xj) sinyij + (¢-%cpi+ 113,- Bi) 00Ss Yij_' (21)

4. Observations dynamigqueg. Dans ce chapltre nous donnerons d'abor(
un apergu des forces qul se présentent dans le systdme dont nous

nous occupons, Puis nous déterminerons les forces généralisées y |
appartenant, l'énergie potentielle et l'énergie cindtique. Ensuite]
nous rédigerons les équations de mouvement du systdme et nous |
rechercherons si le bilan d'énergile y appartenant soit sans reste.d
IEnfin nous indiquerons encore de quelle fagon les forces polygines |
du systdme, c'est & dire les forces qul ne peuvent pas dépendre ?
d'un potentiel, sont liées avec les déplacements et leur dérivées. |

41, Apercu des forces., Dans les figures4geﬁ;4b nous avons repré-
genté les forces et les moments s'appliquant respectivenment 2 la
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41,

caisse et au i™° essicu du véhicule. Nous pouvons les distinguer

comme suits

gs_forges de _gravitd. Ce sont la force de la pesanteur G B8'appli-;
quant au centre de masses 0: de la calsse et les forces de la _
pesanteur Gi {(i=1, ...n) &'appliquant aux centres de magses of des
essieux. Ces forces sont des forces monogdnes: on peut y indiguer
des potentiels.

b._forces_de_ressgori. Appelons Fij la force dans le ressort ij. En
général, la foree F,. se compose d'une partie monogene dépendant
de fagon linéaire ou non linéaire de la flexion de ressort f,.,

et d'une partie polygdne dependant de fij et de fij; p¥:) dernigre
partie est la force amortisseur du ressort. Dans la présente
publication nous ne nous occuperons'qu'avec la force totale Fij’

cette force devra 8tre considérée comme une force polygene.

gs forges de lislson caisseressgleux. Ce sont les forces de liaison
Hxij et Hyi appartenant respectivement aux déplacements shxij et
Shyi gue nous avons rencontrés au chapitre 32. Elles sont respec—
tivement paralldles 3 l'axe of xiI et & 1l'axe of yf. Ce sont des
forces monogdnes. Btant donnd que nous ne détacherons jamais les

liaisons entre calsse ot essieux, nous ne devrons pas nous occuper
deg forces Hxij £} H&i'

d. forces_de_lialson essigu-vole. Ce sont les forces Nij aux
points de contact roue-rzil. Leur sens sont opposés aux sens des
directions n, .. Etant donmné qu'en géneral il est impossible
A'ecrire les relations entre LA et P4 avec les autres coordonnées,
y exception faite de la forme géndrale (331,16),11 sera nécessaire
de prendre en considération les forces Nij' Comme les forces

mentionnées =sous ¢ elles sont des forces monogines.,

e, forces tahgentielles au_peoint de_contact roug=rgil. Ce sont les
forces Txij’ Tyij " gtappliquant aux points de contaet roue-rail
dans les directions txij’ tyij
opposds aux sens de ces directions. Ces forces sont polygdnes
(sauf dans le cas théorique que les surfaces du rall et de la
rodé sont sl r8ches que la roue ne glisse pas par rapporit au rail,
cas gque ne se présente jomais én pratique)j elles dépendent des

vitesses de roulement et de glissement aux points de contact.

respectivement. Leurs sens sont
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e i it e i e W i e A S T W

de rappel de la voie dans le point de contact Ai;j' Comme la force
de ressort Fi., en général la force Ej_j se compose d'une partie
monogeéne dépendant du déplacement &5 5 et d'une partie polygdne
dépendant de e 5
song b nous ne nous occuperons qulavec la force totale Ei;j' Le
méme vaut pour la force de rappel Ei!de la roue, qui est en
général une fonction du déplacement ei;]! et de sa fluxion éi;‘

et éij’ De fagon analogue avec ce qu'il y a dit

i . e ot g S s s S T s T e e et e S o e T S e S B S

‘s'appliquent aux crochets de traction, supposés d'8tre attachés
3 la caisse aux points 31’2. Soient I'l,2’ Dl,z et v1,2 les compo=
santes de ces forces dans les directions ox, oy et oz respective-
ment., En géndral, ces forces sont des forces polygdines.

he mements moteur. Soit I-.'Ii le moment moteur du véhicule 's'appli~-
essieu, ainsi que sa réaction & la cailsse. Comme les
forces mentionnées sons g, les moments moteur se groupent dans la

catérorie des forces polygénes,

“n ce gul concerne les forces mentionnées sons d et e nous
observons encore gque nous les remplacerons souvent par les forces
Xij’ Yij et Qij' ayant le m8&me résultante, et s'appliquant dans
les directions ox, oy, 0z respectivement (les sens étant opposés).
4 1'aide des formules (3;%,3) nous trouvones pour les relations
entre les forces Nij' Txij’ Tyij et les forces Xij’ Yij’ Qij:

-

T"Tij = (Xij cos ¥y 4 + t,')ij gin Yi;}) Xij + (+ sinygy = 8, ens Yi,j) Ty
+ (cos Tyqk By sinyij) O‘ij y

— e ] ’ a‘ﬂ‘

T, y= X4 4 ITRIY ’Xij‘”‘ij’ > (1%)

t 34 sin Yij) Tyy

= (% . 8i . . B . s
T i3 (+Xi;; Sin Yy, 04 5 €08 713)}13 + (cos Vs 5

+ (+8inyy + 0oy coo Y540 4
»; o

i ij 1

ry
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ou lnversement

KijzrCxijcosyij-+¢1381nyij)mij-+Txij4-L+x1331nyij-¢ijoosyij)Tyij,

Yij:z(i sinyij-ﬁicosyij)Nij +¢iijij-+(cosyij + Gislnyij)Tyij,

.4-(¥sinyij-+ﬁicosyij)T

sinyij)l\lij - X 3051 5

Oyy= (008Yy 42 7 i

i
Calculons enoore la force de rappel Eij’ qui est égale & la
composante de la force rail=roue dans la direction du déplacement
e; et la force de rappel Ei;E, tzale & la composante de la force
rall-roue dans la direction du déplacement e. X, ILa premiére com=

=
posente est &gale & -
- | a
La force Ei;iest dgale & la deuxidme composante du vecteur
X
ij
-1
x; Lyl
soit 3
x - b
Eij =t ( ‘bxi.}- + Yij + C?IQJ.J) ’ (2%)

comme on déduit facilement de (31,19) et (32,7°). Pour les rela-
tions entre les forces Eij’ Eijx et les déplacements eij’ ei; Yy
correspondants nous refédrons & ce que nous avons dit pour la rela-
tion entre la force de rgssort Fij et la compression fij‘

Dans le chapitre suivant nous calculerons l'énergle poten-
tielle appartenant aux forces de gravité, mentionnées sous a,,et
dans le chapitre 43 nous déterminerons les forces généralisées

relatives aux forces mentionnées sous b et d=h. Les forces mentior]-

nées sous ¢ sont des forces de liaison, de sorte gu'elles ne se
présentent pas dans les équations de mouvement et peuvent &tre
laiscbes outre considération.

appartenant & la forece

42, Energie potentielle. Le déplacement ¥g0
de gravite GO est la composante dans la direction oz du veeteur
P-D (0)(31,12), dans lequel on choisit selon (35,2)
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o
T*=T: = (0o |. (1)
=h
Ainsi on trouve .
8. =W-a +a ¢+1h( 2+'xz) - (2)
go oX T8 ? Al . |

Le déplacement s ; appartenant 34 la force de gravité Gi est
&gal au déplacement vertical w; du cenire de masses c:;j_I du

i ™® gssieus
Sgi = Wi . (i=1’ toon) . : (3)
En somme nous trouvons pour l'énergie potentielle

soit avee (®) et (3)
U== ¢ (w—2a })=-G a ¢—l{}h(2+ 2)-£GW (5)
= 0 o X 02oPY T T Hpt\? X g i’

43, Forces généralisfes. Le déplacement Sfi;j appartenant &4 la force
de ressort Fij’ mentionnée sous b dans le chapitre 41, est égal 2

A 1'aide de (32,8) on trouve pour la variation de ce déplace-
ment
szij = - gw + (ay ¥ biq:)gx F (ot aitb)SqJ - {a;9 ibij()gtb + gwiibi Py -

(2)

Au lieu des variations (Ssni;j’ Sstxij’ gstyij des déplacew
ments appartenant aux forces mentionnées sous d et e dans le cha-
pitre 41, calculons les variations gsxi ’ gsyi‘j' gsqij apparte-
nant aux forces Xij' Yij’ Qij’ mentionnées & la fin de ce chapitre.
Dang ce but, partons de 1la relation(i@_,l@:

= - - %-l — %

gPi" Spoi + gpi + SB-:L A?{‘i r;". (3)
Lorsque nous cholsissons pour Ff le vecteur d'un point de contact
rail-roue, d&terminé par (331,21):
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£33
o= s o-F-e ), (4)
r+

le vecteur de la variation du déplaceﬂent de la roue déns ce point '
de contact est dgal &

0

i | * Seiji .
0.

Spi-x.

Le wvecteur de la variation du déplacement du rail dans le point de
contact s©'derit

c 0 0 0 0
o 1 -Bi + Se-i;] = | + geij .
0 p 1 0 + yey,

Le contraire du vecteur des déplacements virtuels gsxij’ gsyij’
Ssqij est &zal & la difference des deux derniers vecteurs:

gs . 0 0
xi ]
- gsyij = & g = E oz Seij - |+ géia (5)
gsq‘ij 0 + ﬁigeij i

(le signe moins résulte du faii que les sens de direction des

forces Xi" Yij; Qij aont opposés aux seng de direction des axes

du triddre (o4, Xy Yy ziD. Avee (3), (4), (31,15), (31,17),

(31,19) et (34,17) on trouve des relations pour Byt 40 ?yij’

84137 dans 1lesquelles on peut encore eliminer u,, vy ettyi'é 1'aid
de %;g,?a) - (32,7°%); voici le résultat:
zsgs - - x _ % _ _ )
Sﬂxij i\gij -t b(Pig + (b ,71;] eij ) r‘P;} g‘[«' (I‘d)ib’X) g‘?i
i - x a
'(r+gij)gxi+ ¢Seij, (6%)
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4 i
gsyijz (¢ + irj cpl+,r3 ¢ tpl‘)() gs-gv (PSW

- (w-wi-aix) §v + aitpg)(- (ai+§i;3? v4)6 ¢

+9bwy + (,r.tbcp'ia-’gi;)&pi - rgby x Seij_{eij . (6P

x o | T
gs - - E’_i,']_ 55 —gwi—{;l-_ (b-"'zi;- Bi;)"r‘:Pi}gq)i

aij

»

-+

A SRR LPER bey " - (6%)

Les variations des déplacements Seij et sei; ;a.ppartenant aux

forces Eig et By * mentiomnées sous £ dans le chapitre 41 sont
simplement égaux 3 '

= - geij’ gse:.j gei;. (7)

Les déplacements s%l 27 841,2 et svl 2appartenant aux forcedt
mentionnées sous g dans le chapltre 41 se calculent 2 1l'aide de la
formle (Q._,12). En substituant pour T % 1e vecteur d'un point
dtapplication, soit selon la figure 1

Y2

‘5! = 0 ¥ (8)
“hy 0
on trouve
B 11,2
Sy 1,2

ou
1 2, 42
51,2 =878 X "7 4,0 O+ 47,

=V+h1,2(P +%l,2¢’ (10)

" ' 1 2 2
-— -,p r.n { "
Sy1,2 ==Yy, F1,200 T T R0 (6% + 7).
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Les variations de ces déplacements s'éerivent par conséquent

oo = Sa= (ny 5 + 4 2XI6X =1,z 68, e
= Sv+ hl_z-g(?'*"&l 2 g‘bs ' >(3"]
= bwe (ny 2‘9‘“2'12"’)‘SCEJ 4,278, 21)5'){“?’1 2 950,

Calculons edfin la variation du déplacement 83 appartenant
au monent moteur s'appliquant au i®® egsieu. Cette variation est

dgale & la composante dans la direction oXy* du contraire du

-~

gﬁ
o
[
-w»
3%
1

<
l.....l
-
N
i

vecteur
xtés,,

Sﬁﬁi &tont 8zal au déplacement angulaire du i™¢

essieu par rapport
a4 la caisse:

-6m. | (12) I
A 1l'aide des formules (34,7), (34,11) et (32,9) on trouve
wea Y =W
(gs -g—rﬁ-’--l Sw- ¢8<p+ (1__.____:_1_.2{__1) S'X

mi T

((p+«-—-)8¢+—— Sw “S—Xi. _(.13)

Les formulss (2), (6%) - (6°%), (11) et (13) nous mettent & .
ma&me. de caleuler les forces généralisdes appartenant aux coordon~
nées s, v etc. Or, nous trouvons
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)
T Ty, g : 1), 2T, T TTy,TL, o
hz,ﬁf;;w oo D¢ ﬁw:h 2T X -
2T, = 2T, _ Tt 2T, , T,y w7 A
( Mva q(¢a - @Nx-ﬂ L & -="n
u
T=T =1 et :
T T L
. 54 1P
T=T
+ u
2T =t 21 1T, 5 T_,2T 1T, &5
Yoty - MVNQW Fo(Ctg-Tha) TCA-Te(Ctas ey T{ =¥n
u u
1, 2.2, . TT, T 2 T, T T, 2T, TT., gy, T,.,2T, TI,, =
¢ P A=A+ Tt +a(Cua+ Tty + %ula s Talta s Fe(Ctx s Vrx) TN Ta(CTr e MRy T 4
u T u
T=t 1=t =3I &
u u
=1 =1 =1
w7 -%a T (ST R N b~ (%Fa+ ) T -="
u u -
NN
— A oz
{FH]
=X 2 LT FATEA® TT, T, =t Ty NH = Wmmm
o WLt T (T TR vum T S [5E
: | _ u u u <% D
22T, , TT(TT,) B2 &, T,/ 2%,2%,, Ti 01y &5 I A Tty . TRTYy = oa_s, |88 2
(¥4 T 2 5 TP T 3 T e [, 5% X = n ok ¢




N
Q ==F.+F + {¥,q + ¥, )= (0.4 + Q. )+X"I
wi = Tyt Typr Wy +¥35)07 0057 + 049 19
Qg = (P = Fy005 = (B9 + Xypdrd = (g =X 5) 0%
- v x| x
+ (Tgq + ¥p)re (T =T 000y + 595,97 +¥y555 .
>(1-l, eeell)
_ x Y |
(03394 2)“011(’?*1 veyg) = (M0 v es) (147)
+ (Qil-l- Qiz)rcpi r
Uyg = = gq ¥ Xyp)T = (RyySy g + R385 = (Typ +¥p)we
* . E_ .-
v 039857 * Q30810 T My
y
Oggy = & (Tyy+0405) = By (
i:l PR 4 4 d
% o E ’ ? (147)
Qgij = & (=% ‘”i* Tyg+Q505) ~ B3 j=1,2)

Les forwuleu (14d) correspondent bien avee les relations (41, 2%) et
(41,2°).

Dans la premidre formule (14%) se présentent guelgues termes
de deuxibnre ordre, Dans les 8cuations de mouvenent ces terres
peuvent 8tre négligés par rapport aux autres termes.

Cependant ces termes doivent &tre pris en considération lorscu'on
veut vérifier le bilan energétique du systime

44, Znergie cindticue. L'énergzie cindtique TO' de la caisse se cal- -
cule 3 l'aide de la formule '

G 2
m . 0O 2, . 2 2 - _ X
2?'30 T g (on * bT;,ro * Vzo )+Ixowx ‘?Ixzowx Wy
2
x X
+ Iyowy I a0, s (1)

les composantes rxo’ _'Tvo’ Vzo ie la vitesse du centre de wasses de
1n caisse &tant déterrindes nar (35,3); les quantités w , wX
revrésentent les comvosgntes par rapport auw tridkdre (c? J? g’ ?z) de
la vitesse anzulaire de la caisse. On vérifie sans peine qu'on peut
gxuler ces convosnnbes cux conposantes Wy wy, w, de ce vecteur,
dSternindes var (353,6). Les quantités Gor Iyo Iyo’ I1,, représen—
tent le noids de la caisse et wes moments d'inertie autour des

axes nar son centre de masse naralldles aux axes du triddre
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A4,
(cE, %%, v, 2%) resnectivement la quantité I, €9t le produit
d'inertie autour des axes par ce centre parallidles aux axes ox x
et o Zz . A 1'aide des formles (35,3) et (35,6) on trouve

{ - 2nd = 28 8y Y+ vd) + 15
-2

m'i o

4&

2 2
(p+a $) + (w= a-x) + I 07

+ (
.2 |
-2 xzo(p¢+IyD‘X + I, (2)

De la m@me fagon 1° énercie éinétique Ti du i™° essieu se
galcule comme

G 5 5 52 :2 2
E‘le—g— (V Vyi + V4 ) Jf"rli(wxi + W ) + Iyl yi , (3)
les vitesses Vi, Vy:L’ L et les vitesses angulaire wxf, wyf,

W, } Ltant dStermindes par (35,8) et (35,12) respectivement, tandis
que, G. est le poids de l'essieun, I 4 son moment “d'inertie autour

de l'axe of yf, et I son moment d'intertie autour de l'axe oxxi! ’
gqui est égal & celu:.-c:, autour de l'axe 01! zi! . On trouve
2T, = ij—'- 82+ 2a, 8 (’X‘x- ll:(b) - Es'x(w-w
L:!
- E‘X_s(w-—w )+ (v+a, ¢)2+W12} + 1, (cp:L + :La)
“ '2 5 2s¢ 23.
¥ Il‘fi{r "2—X1r Yi (91"'—'2_ (XX"""I’)
W -
rx (w= w)—-zxi-.z-i—)- (4) -

Etant donné que l'axe o*y* passe par le centre de masses du
véhicule total, on a '
7 n '
s . ay
> Gia; = Goa + > G.a;, = 0. {(5%)

iz=0 i=1l

Puis mous introduisons le poids total ¢ du véhicule, ainsi que les
morents d'inertie Ix’ IJ_ I, le produit dfinertie 1 xp B¢ rappor-
tant an triddre (o%, x5, vE, z%) et la guantité I. Ils sont deter-

ninds par

1 n b
imo ,Lﬂl
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2 . ~
G .h G '
- o 0 ¢.2 2
I, =I.,% e Iy Iy +-——-(ao+h‘),
n n G ah o
- 1< -_0o%0 _ ¢
Iz'Izo"'ELI +gz i 3.’Ixz Ixzo g r 7 (5%)
= I_. «
On trouve alors pour l'énergie cindtique totale
. _
Te=_ T, =0 4+ > i (6)
i=0 _ i=1

du véhiocules _ _
2G . h
(G, I\ 2 _ "o i
27 = (—g-}-;-g) g g B'X

: G a .
o 0 y _‘__
-2 —=35 ('X'X"’ o) ::j_l Iyl gt wl)

g
+ 28 %( + ) {ai(‘xx-tbtb) -X(w—-wi) X(w—w )}
i=

2G h . » G 2G . .
+-§- 2—1— g vcp+-é~x:72—-——9-i-w'x

-2
n - qun¢+Iy'X+I¢+-—§E-_G

G
x i=

n |
* 2 . 2
+ 2 L0+ :i:l L T | (7)

i=1

+ I

45, Bouations de Inouvement Les expressions (43,7), (42,5) et

(42, 148) - (5__,14 } pour l'énergie cinétigue, l'énergie potentielle
et les forces généralisées nous mettent 3 méme d'établir les
Saquations de mouvement pour le véhicule considéré. A 1'aide de la
méthode de Lagrange, exposée dans le chapitre 23, nous trouvons

(§.+—2-) s-——x -li I vi *Xi ° = ('X'X-i—gdﬁ‘x_ +g;2

- % (Tg}' + ;yE:l-) {( W=ty =2 Y Y+ '.::-xtvi—aijé )X +{(W=w 5 )'X

N — 1 & .o .
+(W’"Wi)-x+ a1(¢¢+¢ )} E,"' E_S:—;_ Iyi(‘b [Pl + (L‘r?i) = O"S’
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G h
G. . 0 .
B RS
n G. I.. G a _
i i 0 0“0
- - — - - =
Goh . . \
= vil e=1 . &= Gohcp-Goaotb: Q‘(p s
G h G a G, I
- L0 w_"00 - i 1 - -
8Ty sX"s :% (g +'1‘:%' (w2 Y = ;) |
G a '
- 00 o b
5 W Iyy GhY +Ga, = Q-x, > (1%)
n o n '
- 5 - £ - " 3
R R
ézn .
- I .o, =G ad ="
ri4, Tyii o UM )
G I & \
i il = i 0 -
(‘é’"+r>sx+“§““1 B3 = Qv
I .
.. 1 . 2 _ s c
I;0, + —%— 8 = Q@i’ f (i=1, ...n) (%)
I..
i
- —%~ 8 + IYiﬁ@i = Qg
A
~ . . 4
0 = Te1y? 0 = Qeijx , (i=l,...n3 j=1,2) (1)

les forces géneralisdes O &tant

En comparasisant les &quations pour ¢ et B

couplage gyroscopique

*

Riw.
T=e

-~ T et I

2
yir Py yi

attirent 1l'attention.

Une deuxidne observation sur les éouations
d8rant le cas gue le véhicule se trouve au repos
centrale sur une voie parfaite, les forces 31’2,
moments 1I, &tant égaux & zero. Lorsgqu'on vose s=0, 8=0, e}

% ovec leur aédrivées £&eales A zero, les équations pour wy, X

v"..eij

données par (£3s14a)-'(§§,14d)-
les termes de

ge falit en consi=- I
dang une position
Dl,g' V1,2 et les
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46, Relations entre les forces de ressort, les forces de rappel du
rail et de la roue, les forces aux points de contact rail-roue et
les coordonnées du systdme. Dans le chapitre 41 nous avons déjd
fait guelques observations sur les forces Fij et Eij' En ce qui
concerne le force de ressort Fij’ dans un nombre de cas on pourra
la diviser dans une force de rappel et une force de frottement, qui
dépendent de fagon linéaire de la flexion f;, et sa dérivée respec—
tivement, de sorte qu'on peut écrire pour la relation entre la forcq

et la fleXion

Fyy = Fog * % oy £+ 5 x, £yy0 (=lyeeem; §=1,2) (1)

Foi &tant la valeur de la force dans une position centrale du
véhicule mentionnde d&jd dans le chapitre précédant, % c; la rigi-
dité du ressort, et % k; sa constante d'amortissement. |

De fagon analogue on peut &crire souvent pour les forces de

= . E
rappel hij et Eij

1 1 .
Eij = Eoi B ey + 5 ko eij’ . ) 2)
i= seally j=1
E _ * 1 == _ x_ 1. .%° E ? ! ’
Eij = EOi + 5 co eij + % ko eij .

Les forees E ; et Eof se caleulent 3 l'aide des relations (41,2%)

et (41,2°) ou (43,14d):

a L x _ . . 3 \

1*401 = J.Joi = i Yoij’ (l-—l,l..n} (3)
Yoij dtant la wvaleur de Yij dans une position centrale du véhicule
agu repos sur une vole parfaite. Or, dans cette position toutes les
angles vy ont la valeur vy, tandis gqu'alors les forces tangen—
tielles Txij et Tyii sont zero. Clest pourguei on tire des rela-
tions (41,1b) ‘ i

Yoij =z Noi sin Yoo Qo:'L = 1\Toi CO8 ¥y (4)
et

—-— n !-—-
Boy = Foi = Qo1 P8 Yoo (5)

les quantités Noi et Q5
le dite position respectivement.
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6.

 Des relations (41,2%) et (41,2°) on déduit que la différenc

entre les forces Eij et Ei;zeét du premier ordre., Dans la plupart
des ¢cas on peut donc &galer ces deux forces. Lorsqu'en outre les

constantes d'amortissenent ko et k: sont zero, on peut écrire

By =By Qe = gop ey ), - (&)

e; ot d, étant les quentités d&ternindes par (331,15), et e,
&tant la rigidité de l'ensemble du rail et de la roues
x _
¢ . c : _ S
C = """""9""""0"—' . - (7)
R
o 0
En appelant
By = Byy + Bigy Dy = Byy = Byp (8)
on a aussi
By =20g; t8Y¥s+ cpey s Dy =0pdy . (9?

Diseutons meintenant les relations entre les coordonnées
et leur dérivées, et les rapports des forces tangentielles Txij’
T 13 et 1% force normale Eij' Pour une vitesse de glisgsement du
m8me ordre de grandeur que la vitesse V, et une vitesse angulaire
trds faible, on peut admettre que la résultante

“ni
_ 2 2
L5 = V'}.‘Xij + T (10)
de Txij et T .. est constante et &gele au coefficient de friction

f . C'est 1'hypothdse d'oh partent la rlupart des investigateurs
allemands dw mouvenent gquasi-statique en courbe. En général,
cependant, les choses sont plus compliquées, &tant domné que le
rail et le bazndage ne peuvent vas &tre considérés comme des corps
parfaitemsent rigides au volsinage du point de contact. Il se
produit alors le phénomdne dit de pseudo-glissement.

Introduisons les dites forces tangentielles réduites

7 s
i i
Txij = ‘ﬁ:;l v Yyig T 'I\%&l . - (11)
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>
RN

du dit glissement

rédnites dépendant en premier lisu des commosantes
réduit VU

)f, ces for
, &zal au rapport de la

Ux13* Vyij

1]

ritesse relzative au point de

le la vitesne

e la vitess

avee leauelle
sorrespondante
dfpendent du

28

contact rous-rail et de la'moyenne
ce point se meut le long du rail et
le long de la roue; en outre les
rapport de la vitcsse angulaire nor-

e
forces réduit
nale wnij au noint de contact 2 la vitesse moyenne que nous venons
le rmentionner.

Cette vitesse moyenne est en premire approximation égale &
‘é, de sorte gqu'on trouve pour le glissement réduit et Ses compo~

santes
V.. W s Vs
ETR = % AR VIO .= 1 R VR 3 £ B (12)
i3 3 xij b yiJ 8
on tire var conséguent de (33,20)
A \
o - 33 ++b¢+rxi,
xij » S >(13)
G{Di . . akpi «
l (1‘1‘ Er A N (i +rog=les
v < + = ; -
Yij COS Y 5 5 Co8 Yy ;

e

Tans la derniere formule neus svons encore tenu compbe du fait que
" gelon 331,16) 9, N ddpend ous des deux variables vi-di et 8y

De vluz, le rapport de la vitesse angulaire normzle et la vitesse
movenne avec lamunlle le point de contact ze d4niace, est selon
(33,21)
W . . O, =( bcosy. . Y5 siny
YL - : i ij —Ad i .
I LT L siny - ——2 cosy, . 4 . L, {14
. r i3 , 1] :
a) 4 8
formule dang laguelle on peut le plus souvent se restreindre au

sresler bterme, led autres termes éiant de prenier ordre.

v outre les dimensions de 1'ellinse limitant ltaire de con=-

.

iouent un rdle immortant. Trn désignant les demi-

v e
foant
Ly

L
i

rail-rone
G aotbbe otiiroon corvesvondant resvectivenent aux directions
bii, et om Sealant le module d'élasticité

corntraction v du rail aux consthantes ana-

5
wid
T oet le coefficiomt Ao

at; BT "1j | af
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la roue, on a [23]

logues de
Sl
e B & I Imi}(_i \i) 1 ? ’
jf)yi:} P
X 3, (1-v2) 1, (15)
1 T Mg e, T, & -
Iﬁy'is Pusi Bpag

formules ol

déterminé pax L

1

1

E Pxi;‘%ij f_?yi,j!_

les constantes mij et nij dépendent‘de 1t'angle ¢ij’

(16)

Coslbij = 1 . 1 i 1

Pai Prs Bas

Dans le tablesu II on trouve gquelques valeurs pour_mij et nij comme
fonctions de ¢y .. Dans’}es formules (15) et (16) les rayons de cour-
bure £; 4 By ©F F%i :ont respect%vement déterminées par les
 rormules (332,7), (332,8%) et (332,87).

Noug tirons ltattention du lecteur au fait gue souvent aij
représent la demi=-axe la plus petite of hij la demi-axe la plus

grande, tandls qu'erdinairement on d8signe la demi-axe la plus

grande par a et la demi-axe la plus petite par b.

| Digcutons le cas ol W 5 .
entre la valeur absolue V;. du glissement réduit Vs
absolue tij de la force tangentielle réduite iij Levi

la loi

= 0 plus en d4étail. Pour la relation

et la wvaleur
[24] & indiqud

L -1 kS

- = «~— + . (17)
O Ty

Aprds, Chartet {25] a indiqué la loi analogue
.-...-.;’-...2- = -]-'2: + —--T—?‘l . (18)
R R T T

Ces lois doivent &tre considérées comme approximatives. En réalité
la relation entre Tij et Uij est beaucoup plum compliquée, spéciale~
ment dans les cas ol ainsi la composante Uxij de Uij que la com~
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3?pgsanxe‘uyi diffdre de zéro. Tant que ce probld¥me n'est pas encore
| §tudlé sufisamment, on pourrait se contenter en utilisant la loi de}
| Ohartet et en écrivant pour les composantes de T&j

3{1 J xij

U
20 2’ T}'ij::

*xij = ’
¥ X 2
| WP RPN 1o LA
, F | .

Ty - (9)

aveo

: 2
hc¥ "V”xij V1% (20)
" Pour le soefficient de pseudo—glissement J%d"Kalker [26] a
trouvé dans le cas od ayy = bij’ et ol le coefficient de contrac—

tion v = © 16 2
Ea -
o S ¥
S T (21)

Dans le cas analogue ol le coefficient de contraction v diffdre de
z&ro, un glissement'dans la direction txij ge fera aves un coeffi~
pient “xij différant du coefficient Sy appartenant su glissement
dans la direction tyij’ de sorte que pour des glissements réduits
trds bas '

Feig = YgPxtyr Tyig < MyaiVyis (22)
Dans le tablgau II1I on trouve quglques'valeurs pour mﬁij et N&ij
comme fonctions.de v. On ne volt pas exactement comment le glisse-
ment se fera pour des zlissements réduits plus Sleves.

Te cas ol les deux demi—-axes de 1l'ellipse limitant l'ailre de
contact diff¥rent 1'un de 1ltautre, est encore plus compliqué. Pans
ce cas les coefficients yxij et “yij gont différents déjd pour
V=0,

T1 fandra encore A faire beauncoup de recherches dans le do-
| maine de ces probldmes de contact, gpfeialement en saqui concerne
1'influence de la différence des deux demi-axes aij et bij’ en oe
qui concerne l'influence du coefficient de tontraction v e% en oe
qui concerne 1'influence de la vitesse angulaire Wy e
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5. Simplification des &gquations de mouvement. Dans la rédaction des
Squations de mouvement (45,1%) - (_4_5_,1(1) nous avons pris en considé~
ration toutes les termes de deuxidme ordre dans les expreasions
pour le travail virtuel et 1'énergie potentielle, tandis que
dans l'8nergie cinétigque nous n'avons pas négligé les termes de
deuxidme ordre qui contiennent la vitesse s. De mBme, dans la rédacH
tion des &ouations % 1'aide des lors fondamentales de la mécanigue
rationelle, il faut prendre en considération toutes les produits
d'une force ou un moment avec un déplacement v, w etc. ou sa déri-
vée, ce qui revient A ce qu'on suppose que les forces et les momentq
g'appliquent au véhicule dans sa position déplacée.

Or, il est possible de simplifier le calcul en supposant dans
1z rédaction des éqdations de mouvement que les forces et les mo=
ments stappliquent au véhicule dans une position ol seulement la
coordonnde s Aiffdre de z&ro. En utilisant la méthode de Lagrange,
il faut alors ndgliger les termes de deuxid®me ordre dans les expres
sions pour le travail virtuel - et 1'énergie potentielle, ot
négliger dans l'énergie.cinétique.les termes de deuxidme ordre qui
contiénnent la vitesse g.Cette simplification revient & ce qu'on
remplace la "théorie de deuxidme ordre",Fﬁlle a encore l'avantage
accessoire que dans le cas ol les forces Ej_;j =EijI sont relatives
aux d&placements eij et ei; y correspondant, seulement les sommes-
e;yte;y Be présentent dans les &quations de mouvement, 4e sorte
quton peut réduire le nombre des éouations de 6+7nd 6+5n.

Dans le chapitre présent nous élaborerons ce cours deg idées
plus en détail. Cependant nous ferons une exception pour la force
de la pesanteur Go‘ Cette force s'appligque au véhicule A4 un point
situé & peu prés aun plan y=-h, tandis que les autres forces s'apply
quent, soit & 1'hauteur des centres des essieux, soit-a l'hauteur
des rails. Cr, la déviqtion latérale du centre de nasse 0, de la
calsse peut &tre plus élevée gque les déviations latérales des
essieux (qui sont limitées A cause du contact entre boudin et rail)l
C'est pourguoi nous laisserons les termes de deuxiéme ordre dans
l'expression pour l'énergie potentielle, tandis gque nous les négli-
gerons dans les expressions pour les forces généralisées.

Dans le cnapitre présent nous tralterons le.cas ol les forces
de ressort se comportent de fagon linéaire. Puls nous indiguerons

de guelle manidre on peut introduire des gurantités sans dimension. }
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Enfin nous traiterons le cas linéaire plus en détail, en supposant] .

la voie d'8tre parfaite.

51. Théorie de premier ordre. Comme nous i'avons mentionné plus:

haut, nous utiliserons de nouveau l'expression {42,5) pour 1l'éner-

gie potentielle du sysidme

50 n
U= =0, (wea X)-Goa oy= 28 n(¢ 5 A)-5 " Gy, )

Q

Simplifierons ensuite les expressions (43,14%)-(43,144)
pour les forces généralisées. D'abord nous considérerons les rela-

tions (41,1%) et (42, 1P) entre les forces I, J Txij 'Tyij et les
fofces_xij , Yij et «, T Ces relations se réduisent maintemant &
Y=k Yi} sinyg s + Qg co08y; 4

Teiz = iy ’ (2%)
ﬁylj - Yij COSY, . 3 vy sinyij,

2%

,”z Txij ’

Yij + Nlj sinyla + TyiJ COSY, 4 3 (2b)
Qij“: Nij COSYij - Tyl‘ clnYiJ.

Dans la suite nous remplacerons toujours les forces X ; bar les
U

forces fxij .

. . * ;
Commengons avec les urees u 5 et € _.. , et suprosons que
®

- ey
oy * u
tes forces B, et E,; " cont re¢a01ves aux déplacements €3 et €4
id

regpectivenent, de orTe gu'onr reut les dgaler selon (48,6).
Les édyuations (il,l4 ) se réduisent alors &
* . .

=] , Iy r= e Y, - L
el ely -

Remplagons maintenant les 4n coordonnéss e, .

les 2n coordonnées d, eV ey (331,15)

e.. + e, * oz e, + d, .
13d i} i - 74
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| Les forces généralisées Qg4 €% Qgq se calculent alors & 1! aide de

la condition que le travail virtuel des forces Q 13 et Qeij doit
8tre égal & celui des forces Qdi et Qei' _

n 2 ) x E o

L L ey esy * %y @ "Z (3g5 93 + Qg Se3) « (5)
i=1 j=1 | =1 o
Avec (3), (4) et (46, 81) nous trouvons

Qai™ Y41 * Yip = Py Q= Yy - Yy, - By (6)

Maintenant nous classerons les déplacements dans les deux
catégories:
a) s, w,%, Wi ?(i' ey
b) v, ¢, ¥, Gy di’

de sorte qu'en correspondance avec le tableaﬁ I les déplacements

du catégorie a ddcrivent le mouvement sxmmétriguea tandis que ceux
du catégorie b décrivent le mouvement latéral. Les forces généra-

lisdes bour les déplacements s'écrivent

n )83
_ 3 *
Q= % 2:- (Tys1 §41° * Tyyp 407 * Y Z;l(Yil R EPY
= i=
I
2, my,

i=]

i1 Loed

n
1 ; ¥* »*
5 (g 5iy® v Qpp 5N vny vy
11
n (7a)
Q= = ) (B +Fyp) + V) + 7V,

n n
Uy Z:; (Fil + FiQ) a; - (Llh + Ioh, ) - (Vl 1t szé) +2:_ My

i=] | i=]
Y= Fip * Fyp m (g + 440),
gzi: - (Txil + TxiZ) r - Mi’ (i= 1,... n) {(Tv)
Hei= Y43 = Y45 = By,
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Q= —Z (Yil + Y:LZ) + Dy + Dy,

v

i=]
_ . n _ : .

Q= _2:1 (Fyy = Fyp) by + Dby + Dyhy, | _(7c)
i=1 '
n Il

= bz{i (Tysq = Txip! ‘ZZ: (Yi, + ¥55) 8y + D4y + Dy6y,
i=1 i=] _

_ | (i=1,...n) (7
g% Ty + Yyo = Dyq

La puissance P des forces généralisées s'écerit maintenant

n, 2
* g;% gii(TXijstXij P Yyg8usg t Qudary * Tigdry) |
2
n
8
+i§; Uybpy o | | (8)
avec
8 ' Ty,
tx13 51 + - Xi
] 1 ¥ :
ByigT B V- ey xey v g sey, ) (1=1,...n}

(j=1,2) (Sa

: 8 b, b =t == (Weadmw, )2 (-0 )
Pqig= Rl Syt W=a K-wy )3y (9=94 ),
1] ]

é:.=-di,é = - g

di el i?

1

.- ' 4 ¥ Y
$p0 0% 8 -y g%y Bgqy o= ¥V + by ¥ *’f1,27‘ By, W - (1,213 (9b)

Sps ™ %4'*_7(.1' {(i=1,...n) {9¢c)

Enfin 1'expression (44,7) pour 1l'énergie cindtique se
réduit a
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avec n
- r 2 + ® [ ¢ l2
2Ta-(g + ':[_?) - 26 h sX - 21' Z Iy1 Xy * Gow
8 T g i=1 g
-2G.a 2 v :
Powy +I 72 +1) 6 w2+ ) Iy Ay (11a)
& € i=1 1=1
27 = G 2 + 2G n¢¢+1¢ 21, ¢ +1'2+n1¢2 (11b)
b o - t o Ti%st.

& ©i=1

Avec les relations (1), (7a) - (74) et (10) les édquations de
mouveme:t s'écrivent

n n
I _ e _ — 3 = * x
(E LS - GBI . Iog%= 1 Z(Txilg,il + Tyyolip )
g T € =1 =2
n n
) * _—
cy ), (T + Yy,) - L PINCTEE R M PP R bt D My=ag
j_:en:l i=l
n .
Bo we- Goaoi{— Gy = - Z (Fyy + Fyp) + V) + ¥, = Q,
g g i=1
n
- G h - G a . Z
zs ;ow+17(+Goa-GhX-— (Fyq + Fyp) ay
_ o (124)

Gi i Gi: Fil + Fiz - (<‘.:il + Qiz) = Qwi, (i= 1,...n)

' . .
- (Txil + TxiQ) r - Iwir- Qs (i=1,...n)

-Y., - E,=Q (i=1,...n)

ei’
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n ———
AN
G G h »
0 - (Y., +Y.,,) +D, +D, =Q_ ,
gV g ¢ = -9 il 2 1 2 v
Il

Goh . e . . . . . .
—— V10 = T Gohe - Geagy = - i=1 (Fy17F 30004 D By #0000,

Il
~I, 94T p=0o2 9=b §25 (Th39-Tyy0)- i=1(¥11+Yiz)ai+91{1+D2{2=“9” (12

I,9;= (Fil—Fiz)bi + (Yil+yiz)r - (Qil-wi2)b = w . 5 (i=1,...n)

¢i

- D =

N Yai (i=1,...n)}

O =Yy + ¥4y

Leur nombre est dgal & 6+5n. Les forces Ly 2,‘Dl o Vl > et les

¥ b H
moments M; sont préscrites. Les forces Fij’ Dy et B, se déduisent
directement des déplacements par des relations comme (46,1) et
(46,2). Les f?rces Y, . et Qij peuvent &tre exprimées en Tyij et Nijj
a4 relations \2b), dans lesyuelles les angles Yij sont des fone-

tions de vy di et e.., selon ce yue nous avons dit dans le cha-

13
pitre 331 , tandis que selon (32,7b) _
v, =V R ey (i=1,...n) (13)}
Ainsi nous pouvons considérer comme inconnues les 6+5n déplacenents |
Sy «ev €y et en outre les 6n forces Ni" Txij ’ Tyij "
Or, outre les 6+5n équations (122) et (12b) nous disposons encore

des 4n relations entre les forces tangentielles T ’ Tyij’ les

forces nurunales Nij s les glissements réduits szgfy 1 et les
vitesses angulaires normales Dy {qui selon (46,13) et (46,14) _
dependent de fagon lindaire des déplacements et leur dérivées), par}
exemple les relations (46,19). En outre nous avons encore les 2n j
relations (331,16), de sorte qu'en principe le probléme est complé«i
terent déterniné. '
A la fin du chapitre 331 nous avons observé yue souvent la
possibilité existe yu'une roue ait contact avec le rail y corres-
pondant en deux points au lieu d'un. Pendant un intervalle de temps|
dans lequel un tel phénoméne se présente, il y a encore une force ‘
fnoruale et deux forces tangentielles suppléumentaires, gue nous
appelerons Nijx et Txijx' TyijJE
de mouvement, les 4n relations entre les forces tangentielles, les
forces normales et les coordonndes, et les 2n relations entre les

fcoordonnées restent valables; il y a en plus encore une relation
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entre les quantités vy - di et e, se rapportant & 1l'essieu ol le
contact en deux points a lieu, et deux relations pour les forces
tangentielles Txij , Tylsx’ la force normale Nijx et les coordon-
nées, de sorte.que de nouveau le probléme est complétement défini.

On vérifie sans peine gu'aussi pour les équations (12a) et
(12b) le bilan énergétique est sans reste.

Abstraction faite des termes de premier ordre on peut dé-
coupler la premiére équation (l2a) des autres équations en intro-

duisant la variable

G h ﬁ
o X+ 1 1

we o £ T i3 yil (14)
G I
- +
&

et en remplagant la coordonnée s par la coordonnde
s* =8 +u. (15)

L'expression (1) pour 1'énergie potentielle ne se modifie pas,
En écrivant 1l'expression pour le travail virtuel des forces Q ’
Wy et Qg et celui des forces Q ’ Qﬁfet QZ&’ et en les égalant
| on trouve

=y (x6a)

s s?
tandis que les expressions (7a) pour les forces généralisdes QZ et
Qys devront étre remplacédes par

Il
W= 2L (Fyp + Fyplay = (Tyr Lohy) = (Vp4y + V1)

G

i=1
o n
£ 5w, + G (L, + I, + 1L 57 M), (16b)
= G/g + I/r2 r 121
n
Yo = m (Byyy # Tygple = My v Ly R R DI

G/g + I/I‘2 i=1

Enfin l'expression (1la) pour 1'énergie cinéfique Ta s'éerit
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2
o X .2 . ®
{ or (-(-}-i-:-[-)s +Eg_w _2G°a° wy
& 1’2 24 g
2>
. G h . n s \
(____o X + %—Z Iyi’)ri) n s 9
2 & 1=1 1 0, Gw
Y /g + I/r g
. ,
-2
t =1 Iyi X1 . (a7
Avec {(16a),(16b), les expressions (7a) pour Qg , Q. v Yy
et G g, ©F (17), on trouve pour les équations differentielles
du mouvement symétrigue
. n n
, x x 3 ‘
f(g_ v ) S -1 (Tes1§51™ + Txazdie ) wyy! i * ¥i2) |
- E r r i=1 i=1
n n
7 x . X T
I AN TR E N FPL PR AR SRR SR AN Tl P
r i=1 T i=l
n _
G .. G.a_ .- G
JoW_ oTon oz_z; (Fyq 4 Fio) 2 V1 4 Vo = Qs (18
g g i=1l ‘
'}
G h}( 7{ 2
G a v G h — A% I i
_ o> w+1y7( 1= yl I G h%__ iz 1(F11+F12)
& 6/g + 1/x°
n n
G h/g
1S .
_(Lh+Lh)(Vf+V/)+§M_+_9.__W__(L+L+ M, )=y
11 A 2 =1 M4/ %
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G, - - N o
2y Gy = Fyq + Fyp = (0y99Q550= Qs
n
- G h Fr ZI »*
1 - T, -y ALy
yi Ky = Iy A4S I R S PR
T G/g + I/r xi xi2 i
' n (i=1l,...n)
+ I ./r _ . (18b)
i (L1+L2+;r_ZMi),
G/g + I/r i=
0 =Y - Y - E,=Q

Or, nous voyons gue , abstraction fait des termes de premier ordre
la premidre équation (18a) ne contient que la variable s, de
sorte gu'elle est indépendente des autres éauations de mouvement.
Le mouvement décrit par le coordonnée s* nous appelons le mouve-
ment fondamental; le mouvement décrit par les autres coordgggggg

de la catégorie a, ainsi que celles de la catégorie b, nous dé-

signons comme mgouvement parasite.

I1 faut encore faire 1l'observation que la coordonnée g
se présente asussi dans les expressions (46,13) pour les glisse-
ments réduits. Mais ici on peut égaler s & la nouvelle coordonnée

s* sans plus, étant donné que la différence ne cause qu'une erreur

d'ordre supérieur.

52. Le véhicule avec des ressorts linédaires & amortissement vis-

gqueux. Etudions maintenant le cas d'un véhicule dans lequel les
ressorts se comportent de fagon linéaire, aussi quant & 1'élasti-
cité que guant & 1'amortissement, de sorte que la loi (46,1)

Fijn F01 + % cifij + % kifij (1)

a8t wvalable, dans laquelle ies forces Foi dans une position
d'dquilibre sur une voie parfaite satisfont aux équations (45,2a)
~(45,2c). Supposons aussl que la vole et les roués sont également
linéaires, mals sans smortissement, si bien que les relations
(46,9)

Dy= ¢ dy, Ey= 2Q_, 18y, + c &y (2)
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sont valables. .
Dans 1'étude présent nous nous restreindrons au cas

Ensuite nous Supposons gue dans les équatlons (18a) et (18b) les
couplages dynamiques entre les termes avec'x et‘x sont négli-
i

L

geables,et que les expressions
Tya/v’ ()

G/g + I/r
se présentant dans les coefficients de X dans (18b) sont négli-

geables par rapport & 1'unité.
Avec (1) et (32,8) nous avons

1 Y 1
Fi +F; = 2F, +k.(w-aixuw.) + ci(w—aix-wi),
T ( (5)
S R LN ¢—¢i) + c;0, (9-¢,),
En posant maintenant
2,2, 2 ‘
px oy L SRE (6)
¥ Y G/g + I/r
n n n
. _ 2 2
RS TR AR ARS Yo
i=1 i=1 i=]
(7)
n n n
Dor 23
_Zkl, k], Z kyay, kf), Zkia , kb,
i= i=1 i=1

on peut transformer les équations (51,18a) et (51,18b) en
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n
((_}_ + -—2,—) =1 Z(Txﬂ;ll + Txi2 g012]'5) + V}E';Y'il + YiE)

n n
<7, * % o
‘l—L(“‘ilfil + i bip) + Iy + Ly ?-L-Zmi’
r o._ . ™

Il

"

W, 0,
__g_w—oo'7(+ i ’

G . Ga < kw k( 7( Zk W, +cw-cf')(— 4
i=1 i=]1
g 8

n
xre ' 2. '
--Goao w.+Iy x -kfkw+1;{1[a,x+ E kiaiwi
1 :

- n
2. _ =
-c/cw * (C{:a = GoR)X + Z ¢j33%; = 0,
T

G .. ' f o | o .

L Wyl gwekga kg wi—c wiesa ee we = —(Qy,4Q5) + 2Q 4,

g

Iyi_xi= - (Txil + TxiZ)r’ cey = ¥y - Y - 2Q, %8y, - (i=1,...n)

Des éguations (_21_,121)) on déduit
G gy GoP 7 Z (Y 1+ Y

. i " " 2' ]
G gox_ - Txphe K @ - 12;1"‘1"1‘”1

+(c(’ 2-Gh)ip-—Gaoty Z-cb 9= 0,

= Ixg¥ I ¥ Gpage = bZ (Tyi1 = Txip) Z (Y- ¥y )ai’
i=1

- 2 o1 2 . y
1195 = ky0,%0 + kb %9y ~ ;0.9 + e b, “’1"(’%1+ Typ)r-(uyy-uy)0

{(i=l,...n)
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Lorsque leg relations (3) sont valables de fagon exacte,
nous tirons de 1'équation { 8a) que 1'accélération 5* n'‘est pas
exactement zéro, Sa valeur est faible par rapport aux accéléra-
tions W, etc. Par vonséquent la vitesse V = ;x | (9)
du véhicule se diminue légerement. Lorsqu'on veut laisser V con-
stant, les forces L1 2 et les moments M ne peuvent pas exactement

étre égaux a zéro; il faut que

n .
* % =
Ll”‘z'%z U Z (T41831 *Tegplip ) =9 (Y334%55)
1=1 1=1 i=1
n

. x . N * '
*-};Z(“ngn Q5950 ) (10)
i=1 '

Cette quantité est d'ordre inférieur aux autres forces, de sorte
que le fait que nous avons ﬂ%gligé Ll,2 et Mi dans les autres
équations (8a) et (8b) est justifié aussi dans ce cas.

Les forces de rappel du contact rail-roue Ei et Di sont
meintenant monogdnes et peuvent €tre dérivées d'un potentiel. C'es
aussi partiellement le cas avec les forces de ressort F On
trouve que l'énergie potentielle appartenant aux équations (Ba) ot
'(8b) peut maintenant s'éerire :

U =10, + U, | (11)
avec n
e 2
2Ua = CW - zc{Zﬁx - 2W 2::-°1Wi + (c{ga -G h)X
i=)
n n
2 2
+ Z: c.a X+ Z: C.W + ¢ Z: e
117 22 BT rf) S
n (12)
20, = (¢¢ 2.6 h) ¢2 - 2G a oy- 2 22?0 b, 2
b ch 0 o%o A 1%4 %4
i=1

I n n
+Z, cibiq,i + er

i=1 i=]

tandis que les forces généralisées polygenes sont données par
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_ n * * n
Q=1%" (Tr31%51° * Txantan) O IRCIT IR IPY

i=1 ' i=1
n n
*
- }.Z ilgil “125,12 )+ Ly LZ !
T r
i=1 i=1
n
H'v‘l o W 1’.’!; -k"" Zkiw '
je=
n
nv:=k{’v-v—k/2'- kd\;\!
X s xa X 171741
: i
= 1 y . . - !
Nep T W - lrlal.x kow, Qg + 9yp) + 20
=7 Tygy * Txap) Tom Mys Ny = Yy - Yip- 20, b8y, (451,..00)
0
iy BT iz___jl”il i2)
_ . n
Ny T - L wp ¥ F Z k.b 59
i=1
n n
Ny T bZ (Tx:u.l Txi2) "Z(Yll + 1 2) ! (13%
i=1 i=1
oy = ki1 20 - kb Zo ¢ (Y, 4 Y, )T - 4y - wy,) b
o1 iti i il i2 11 T Mg/ Py
Ng; = Y49 * Yyo- (i=1,...n)

Les expressions (51,17) et (51,11b).

2
0!‘ .‘
27 /G I \s +G w2-2ca w*x+1x-2+ Bogow, 2 n
) TR - Z e
g T g g 1=
l2 - » ;2 L] L] L :
2Ty, =G v +26;h vo+I, 221, G+ Z 1,9,
g g
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pour les deux parties de 1'énergie cinétique restent les mémes,
abstraction fait de la simplification des coefficients des termes
avec ﬂz,:kﬁi et jiz. Les expressions (12) peuvent @tre trouvées
directement en augmentant 1'énergie potentielle (51,1) de la pe-
senteur avee les énergies des ressorts et de 1'élasticité latérale

de la voie et des roues.
En ealculant la puissance P des forces polygénes (13a) et

(13b) on trouve & 1l'aide de (51,9a), (51,2b) et (35,16)

P=P + P, (15)

avec .
1 I B
+ L, + 5 M. ), (16a}

+ T . .W + K, .f..), (161

2
25 ij“txij yij tyij 13513

f—':U

il

I
s

P, étant la pulssance des forces de traction Ll 5 et des moments
de propulsion Ml (i=1,...n), tandis que Pf est égal & la pulssance
de frottement, c.&.d4. au travail par unité de temps des forces
Txij et Tyij et de la {orc? de frottement du ressort ij
Ky = 5 kify, (17)
qui est transformé en chaleur. La puissance (- Pf) est toujours
rositive. Si elle est plus élevée que la puissance Pt le véhicule
se stabilise, c¢.a.d., les mouvements parasites diminuent, tandis
gue dans le cas contraire le véhicule se comporte de fagon instabl
En observant les équations (8a) et (8b) on trouve qu'en gé-
néral les déplacements i Wi X g et e, du mouvement syuétrigue
ne sont pas indépendants des déplacements du mouvement latéral.

Seulement dans le cas ou

v=0, ¢=0, =0 , $i=0 ’ di=0

N, . =N 7 (i=1,...n) (18)

— — -
Yi1%¥i2 0 Ni3®ip 0 T330%T500 0 Tya1™Tya0 o

NyyTyp 0 Yype-Yn

(de sorte que le mouvement latéral est zéro), le mouvement symé-
trigque peut se présenter tout seul. En général les mouvements ne
gont pas indépendants 1'un de 1l'autre que lorsqu'il est permis de
lindariser les dgquations de mouvement.
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53, Introduction de yuantités sans dimension. Indiquons maintenant
de nuelle manidre les équations de mouverent (52,8a) et (52,8b)
et les relations y appartenant peuvent €tre simplifides par

1'introduction de guantités sans dimension.

Dans ce but, introduisons la longeur de comparalson é’(qui
devra &tre choisied'une Tagon bien propre au probléue, et qui est
de 1'ordre de grandeur de l'empattement du véhicule) et la longeur
de comparaison o, aui est &gal au demi-jeu latéral d'un essieu -dan
la voie. Introduisons aussi la vitesse de comparaison

=V¥€j¢_f—g_ | (1)

ot K est égal &
K =2 2: Noi Mot 2 (22)

*oi étant la valeur de)«ij au cas ol le véhicule se trouve au
- repos dans une position centrale sur une voie parfaite. Appelons
Py = 24y 3 (i=l,...n) (3)

au lieu de (2a) nous pouvons écrire alors

1 - ‘
= Gié‘;lf"i Moi, (2v)
Apprelons
_ _ ' 2 _ ,
w, = %5, W, = el * - G.b, Wy = cﬂca - Gh ; (4)
O I I x
| , y

on vérifie sans peine que ces guantités sont respectivement les
fréquences angulaires propres du tangage, du roulis et du galop,
resultant de 1'é,uation (52,8a) pour w, de (52,8b) pour ¢ €t de
(52,8a) pour’au cas ol les couplages avec les autres coordonndes
du systéme sont supprimés, et dans l'absence d'amortissement des
ressorts.

haintenant nous posons

T, (5)

3
il
= |
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[ K _ob _ag
X= % P Wi W s N3 Tp Ay oy 83708y
(e/,, —Goh),f’
v=0ov , 9=09 QK ’q}:%"y’ ‘Pix%gi ’
(C/Fc'b "Goh)‘{ -

2 .
z p..)U === U :bel‘(‘%‘gb (7)

nous pouvons alors transformer les expressions (52,11) et (52,12)°
pour U, U, et U, en ’

I
2Up = oy W - 20 WY=2W )y Opyy ¥y ¥ 0, %0

avec
c.b
= = c :;:_..2'.....
Cw 1, Cw '(c ol 2-—Gh’ wwi T
ca 0

c'?(":lr Cy i=Ciaib\/ 2/€

w T wi
K(c{"ca -G h)
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-
¢ =1, ¢ .= G a sy C

o gy 00 i~ 4 i \/
2
VK(el -G n)¢ K(clyy -G oh)
- 2 -
Cyy™ 403 £, cy= cr/ .
Kr ' K

On peut noter que les facteurs de couplage statique sont €gaux &

Sw x ,fc 02 , Cwwi =V§j._ , Hwi _ ai] [ % , (10a
CyCoy e, “~G.h \/ CyCi Ve S Cui c/ca -G h :
| Sops _ Pi|/ % _ (100

e

\'Eq:ccpi Vel —Goh
De fagon analogue avec (7) nous posons

2 ‘ 2 2
T=Ks“ T, T =ZKg = Ko© T, (11)
—,f-_- ’ a T b ——-f b 2
| et nous pouvons réduire les expressions (51,17) et (51,11b) pour

les énergies cinédtiques &

Lo T

* .32 l2 2 .2 __.137 o} . 2
ey =W 82 Foy W - Qmwxv—v-)_(“" m,XZ(- Y2 B Wy +Zm’>{1-xl ’
i=1 i=

.2 . .2 e . . 2 n
2%, =u ¥ +2mvtp ye tmg 9 _2m§”‘t’$£+ Y+ ;é’ o1 L >

(12v

avec
= {2 /e - w2 G
= (l+lg/Gr2), By .....l'.‘i....) , mW')( ]w — 8 ; ?
G ,f’ww fcwwwx I‘Y g
. 2 2
m, = W) y Mys™ G b5y mo.=1 g,
Ji i~ yi
( w'}( G ? Gr-
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. 2
m=1, = W Goh , %=< w\ ,
B [T kE Mo
(13%)
m¢f= W Ixz g , m?f EE% , Ly ™ Iig.
[w‘p V4 lc I, G or?

Les facteurs de couplage dynamigue s'éecrivent par conséquent

wy . A ao}fﬁo , (14a
x .
Vmwm“ 12 Iy g |

: I
Dy o Goh ’ Bow  xg . _ (14%

VEE /G Ig V Ty, i,

I1 faut renarquer que dans les formules (iZa) et (12b) les fluxion
ék se rapportent au temps 3% sans dimension, comme il se fera
partout dans la partie ultérieure de la publication présente.

Avec (6a), (4) et (13a) la relation (51,14) se transforme &

/G m 2
Gohz y Z mxim
=]

+
w=- Z %8 1
V4 1 + Ig/Gx°

Posons maintenant

LABORATQRIUM VOOR
TOEGEPASTE MECHANICA

DER
TECHNISCHE HOGESCHOOL




Y, ; =.% R Yig s ugy = LGP &4, Ny % GA Nys s
Txij = G>5ic Exij ! TyiJ =G 0i° Tvla ’ )
| 'é’ A - an
Lo =8 % o0 by =Rex by, ob Moy =Xgy s
4 r
&y =’[ki y b w.{B ,
et
K, =KW, ko= kW y Kpyy = Kyb W ,
Y, = bt Attt
e/t ,gVGicxga -G h) rikec
(18=a)
—_ -2 - — . -
ko= k& ° » Koy = kya i AN
2 ' g ) : 2
(c,é’ca -Goh)f rVE_(c,{’ca -Goh)—f Er
- 2 _ 2
k, = kz;b W » Kgoi kb < W ,
) x 23 A
(¢4, - G n)l r)/ k(el, *~c )}l
5 (18b)
ko3 = k by°
' Kr§

Les forces généralisées spns dimension se calculent & 1'aide de la

relation

= Ko® 9 & 5 (k=1,...n) (19)

y4 Qe

elles stécrivent

dg T e 2. i —xilgil * ixioe 17t 5-?2?:
i=1 i=1
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n n
x
-1 2P (9523317 * 94250 )} I Lyt Y
=1 =1
L] - n L]
Gy = = Ky Wk kA :::;l Kowi %3 o
Il .
= kw'x z- k’xl‘ %;411 k‘xwi L (203)
Qg = Ky B~ By X = kg W, v Pi{l =L (g, + ""'iz)}:
Qo
Loy == O (Tpyy * Dygp) - 0 By 5y=041 P (¥55 Yy 0-2t8 v, )
K Y, Ko 2

q = n
9,7 - 001 5o Py (B + Lyp),

Ko 2 it
'_‘_qJ:-k 1+Z’kq’¢i£1 .

n n

Sy= 68 Z)(oi (Tesy = Byip) - 64 Z o fy gy + X350y (20b)

TS Ko i=a
B _ . . 2 )
1= Kog® - kg2 + 6L L PR Ein o) - 645 1 BQy-94,)

Ko 2 Kor 2
=60 1P (X + Xyp)
Ko 2

En quantités sans dimensions les éqguations de Lagrange (23,2
s'éerivent

Sli _9.5__ =4 .« (k=1,...m) (21)

A l'aide de (8a), (Bb), (12a) et (12b) on trouve
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i=1l
. n
- W, W +m ’)(- k, w + ky 7( + Z' Kywi®i = Cu * Sy X+ Elcij__i* o,
Wy = Hyyg® * B X0 Kyg®y = Cppg® + s X+ gy (2f
= el Pl - 1( + g,
gor i{ 5 (=1l 12)] '

mygXi= = 0%y (Tpqy * Iyl - 0 By cpey = 641 Py (Yyy-Y, o~2tay, ),
K - £ Ko 2
. -e — n
MY + Mg = - G641 S P (Xyy *+ T50)s
Ko 2 i=1
. Il
vl ¢ Bo® = Hoght kol - J Kegads * e oy glcfrtplﬂl =

Beidy = Xgpsd + CPlSP'i Copil * Cei¥y

\-_Jﬂx étant déterminé par (20a).
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‘normales et les glissements réduits on trouve selon (46,19)

23

Considérons ensuite les relations (51,2a) entre les forces

Nij’ Tyij et les forces Yij’ Qij’ Elles s'écrivent en quantités
sans dimension

Eij =x Xij sin Y55 * Qij cos Vi3

% o Y o {23)
2%,30 ZTgig = Yy €08 vyy 3 Y5 oin vy e -
Pyt

Les formules (46,13) et (46,14) pour les glissements réduits et la
vitesse augulaire normale (ol il faut remplacer § par §*) se
transforment en

- x - v
e S R L A PUN
3 x
¥ S (24)
(1-2H) (4, - &) - (1 +2b) 8
- =) - - (4 + o— .
v.‘,arij = ¥ * & 7 %4 - ’
cos Ylj :S.x cos Yla
M54 _ sin sy » (25)
" |
avee
Vo ® O Vo s V.. =T Y. Vi = C s o (26)
¥xij ? A ’ K
xij — 7=xi] yij 7oy iy -4

Pour les relations entre les forces tangentielles, les forces

Seag = Ixag =2y C1 Yy ,
-2 A
N.,. 2k_, k..% a 2
~1ij oi 1+ Y4 Vs
—515-_ =4
nd
Tysy = Lyag= Xy P Yy ,
Mg 2G5 144 o° %,°
ner?

i
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E-xij Ry Tyij = 21\’010. E-yi-j * (28)

Pi £ P1é

20

"Enfin les relatlons entre les coordonnées Vi di y 84, les coordon
nées w; , 9, et les quantités gij ete. s'derivent. selon (331,?0)

Yy =t Wy - 4 =70 -%) -8
| (29)
;== %3 le - 8) +fs
ﬁvec -
‘ - x - x .
Lij "_713' B ?ij =N ”_Ti.j = _E,ij. (30)

selon (m, 18) )

R (d 5 ) ' (31)
r dx Yy = x‘ij
et
X . .
_g_i;i =x ~fy) te sy v DXy, (32)

selon (331,13b). Dans les relations (24) et (29),selon (6b) et (17
le déplacement v, est égal &
Yy SY+a,p. (i=1,...n) {33)

54. Cas linéaire. On vérifie sans peine que pour st =0 et
71 = ;i = B8; = 0, la solution

E:")_(':;w_izzi_—.g_izo’ X:f:i}:ii:_l:()’ |
941 = %2 = 1s Ln=-Lip=t8v, (1)
x

Lesn = Baao " Lpay T Lysp = O Sy =0

satisfait aux équations de mouvement (53,22a) et (53,22b) aux rela-

tions (53,23), (53,27) et (53,29) y appartenant.
Un peut se dewander si la solution (1) est une solution stab
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Dans la recherche de la stabilité de la solution nous nous res-
treindrons au cas ol la rigidité de la voie est infinie, de s'orte
que ‘ ' _

cr=é°,cy=°°, §i=0’ '—i. 0. ' - (2)
Ensuite nous admettrons que le véhicule est symétrique par rapport
au plan (y, o, z), de sorte que

=0, k .= 0, (3)

w7 Cop T 01 Mwy = Mgy = w K
et que la vitesse 5 est constante, de sorte gque nous pouvons la
remplacer par 2

= V/W =5 , (4)

en correspondance avec (52,9).
Les équations de mouvement qu'il faut étudier, s'dcrivent

alors avec (21,9&) (53,9b) et (53,13b)

mww + X, w Z kWWi-—l + W - chw1—1 = 0,
i=1 i=1
n n L
'x”x*' Ky X * Z_Il k?(Wi—l At E& Crwi¥y = O»
By 38y - wwiF- Pl Xt Kpgly - Cpupg® Cxwill * Cwi¥y (5a
=g 2 Py {1' -3 (4 ¢ 9—12)j>
Bl == %y (Iyyy * Iysp) -0 ¥, (i=1,...n)
K 0 {
1+mvtp$""%%z‘ﬂ (L5 + Xyp)

D
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Les relations y appartenant sont les relations (53,23), (53,29),
(ji,30) et les relations entre les forces tangentielles et les
glissewents réduits, pour lesquelles nous admettrons les relations
(53,27) d'étre valables. Dans la linéarisation du probldme on peut

réduire les dernidres relations par

(6)

Ixij = 5 P1 o1 Zxag 0 Byag = & P Rod Hyay o
les glissements réduits dtant donnés par
y vl o X v ng, o)
-xlaz—-—z—flj + - T lP'i'Zl ’

T

(7)
-1 é + & ¢

Yyij = ¥ + L i-

o8 Yy 5 cos v, 5

selon (53,24), (53,33) et (4).
Les relatione (53,29) et (53,30) s'écrivent dans le cas

présent

L 3 =:7in - 715 = + (4 - #),

it

(8)
x
245 =513 - 513 =-% _ %,

+
Lorsyue les valeurs 713 , ?ijx ; gij ’ tijx sont trés faibles, on

yreut édcrire

2 2
Sij = ?ij fgyo + U4 3 ’ gijx = ?ijxtho + E;Ziifj—m’ (q)
cos”y

2 PyCo8” Y, £y

Yo étant l'angle d'inclinaison dans la position centrale du véhi-
x

cule, et Po et Lo® les valeurs des rayons de combure Pyij v 1
pour cette position. In voiel les relations en guantités sans

dimension: )
b cn . 2 b * * : oY, 12

— gij = ?ijtgyo + ..__.....z....l_%“ ] _,_Sij z?ij thO + xz_lg . (10
r - 2p,co87y, T - QfE cos~y,
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De (8) et (10) on déduit les relations lindaires
o 0 tgy,
W, = ’ S y. ’
(11
' x *
i ® Po Ji b 5’ Lo tho v
Po* P01 - & tgvo “fo% _Po 1 - T tev,
tandis que
AVij =Yi3 - Yo (12)
est égal &
o v
éYij = + = =i = . (13)
Po™~ Po cosy, - § siny,
Avec (11) et (12) on peut réduire les relations (7) &
*
tey : .
Ygii= - ff Lo 0 (v + a,y) + y~1 (e B +7%.)
)73 r Po*- Po 1 - % tey, 1= - + oY Zl
© (14)

-1 ¥+ a.@
yyij = e + - — L2

=
cos vy cos vy,

<

Procédons maintenant & 1la llnéarisatlon des relations (53,22},

et posons

Ny = Moy salyy  Loig 0Ly
(15)

Sij = Sy +0%5 0 Yy = Yoq5 4%y,

En substituant ces quantités dans les relations (53,23) on trouve

avec (12)

+ LoiS3B g 4 Boy008 v,
L515099 Yo 3 Qoy9i0 v,

E’Oi’-"

2 o
fo1% 41 *yij = —(Y013810 Yo 4 53908 Y5) 4 ¥y

Pyl . AY

;4008 v, ;zﬁgijsin Yo ;
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et en outre une relation aveczsgij que nous pourrons lalsgser outre
considération. En combinaison avec les équations (5a) pour w,
(dans lesquelles on peut poser w, = 0 & cause de (11)), et avec les
équations (5b) pour @, on peut calculer maintenant Eij et Yij'

voici le résultate

- - = '
Y1 =10 Ly T rteve s Ky = ey o (17)
et
L ) - Ya E )
— Y., + X = — T + T .
Ko 31 ie 1 - Bir gy Kcos Yo Pi Tyil -~ =yiz

8L °
¢t 2 v
. i 2r
- - = tgy (m 8,

K(Po!_ Po) cos\yo(cos Yo - %-ain yo) 3f S £

G/ | 1 2r G
- . oi
— (847 - 84p) = - y (Zg1a * Lysp)
1 - Pi tay, a3 K cos Yo
74

¢L Pyt 21& : 2r .

+ * T - — | Doidy
K(fo™ - Po) B¢ cos y,(cos y - ¢ sin y,) 84
- kmwiﬂ + k¢i$i - Cpeil * °¢1Ei)] (181b)

Dans ces formules on peut encore remplacer §; par v, 4 l'aide de
(11).

Avec (6) et (14) nous pouvons maintenant éliminer les for-
ces des équations de mouvement (5a) et (5b). En exécutant 1'élimi-
nation on voit sans peine gque les édyuations (5a) ne contiennent
encore que les déplacements W ,;{ et ﬂ'i , tandis que les équations
(5b) ne contiennent gque les déplacements v, ¢ etty Dans le cas
}inéaire le mouvesent symétrique est par conséquent indépendant
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du mouvement latéral,
Cependant dans 1'élimination nous nous restreindrons au

cas que y, /{ 1. Dans ce cas on peut écrire seion (6), (17) et (14

et selon (18a) et (53,33)

-1 L ]

Tagl + ka2 =P L7 31,

x
. 7 L Yofo
Lii1 - Lpio =2 Pi{ = (v + a,y) + BY

| '[1‘ Py - Y

i T 1
il + ~yi2 = Pi{hb’ +V (v+ai‘f) ’

ladl ¢ SRR FP°) 26 Moy Yo+ v,
Ko X -
avecg G_/ '
K(Po™ - Po)

4

(19)

(20)

(21)

On voit que nous avons partout remplacé tgyo et 8in Yo PBT Y4

cos y, par 1 et que nous avons négligé

rigy, Y, T
-

4 b

par rapport & 1, tandis que nous avons considéré chague produit
Y, . 8avec un déplacement comme négligeadle. Cependant nous avons

fait une exception dans la formule (19) pour To41 -

donné que le plus souvent

r s ,loox-f)o <<t°o!,

on trouve que le facteur sans dimension

:f Yo;pol
r o - Fo

‘est d'ordre de grandeur de l'unité.

"112 : étant

(22)

—
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Avec (19) - (21) et w;, = 0 selon (11) et en tenant compte
du symétrie du véhicule on peut réduire les dquations de ‘mouvenment
(5a) et (5b) en '

mwi—;-kwiv_fy_v_ =0 , _
R N | | ~ (23a)
s 0i Pi -1 _ _ @
m'](iz.(i + £ Y‘ 2-(1‘ -?l‘_mi ’
itmg gLl TrCE-Y = 0O,
lvfpv+m g)_«t-k ¢ + 9 = 0, (23p)
L{;HV“"FY. ‘-|-'+r3{_+rACL}/ = 0,

en posant n
* pa .
r Po* - Po | B
et en choisissant la longueur de comparaieon.lfﬂe telle sorte que

n

2 .2
2. & 2 (83" + 7)o, py

. n .
[ 24 Yoi Py
1=1

. (25)

On voit sans peine que dans le cas ol les coefficients kbi ne
dépendent pas de 1 , il existe la relation

A=1- 85T (26)
entre A, et &,

On voit immédiatement que le mouvement symétrique, gouverné
par les éguations (23a)}, est toujours stable. Mais le mouvement
latéral est tantdt stable, tantdt instable, et la stabilité dépend
des valeurs des sept paramétres indé?endents v, 1) Dy o

CP ?
C, Aet mq,/r“ se présentant dans les équations (23b)
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6. Observations finales. La théorie développée peut servir de base
4 des calculs plus spéciaux., L'auteur se propose de publier les
résultats de tels calculs en temps utile. _

11 est désirable d'étudier encore plus compldtenent les
propriétés du frottement de deux corps en contact, et specialement
de rechexycher comnent les forces de contact dépendent des vitesses

de glissement pour une valeur que;conque de Yij'

I1 va de soi, lorsqu'il aura été possible de trouver des
solutions (par exemplé avec des méthodes numériques ou d'analogie)
gu'il faudra aussi étudier des véhicules plus compliqués (& bogies,
4 essieux convergents, etc.)

L'auteur #émoigne ses remerciments & M. M., Giddey, ancien
ingénieur de liaison de 1'Cffice de Recherches et d'Essais {0.RH.E.)
de 1'Union Internationale des Chemins de fer, pour l'assistance
considérable qu'il a donné dans le domaine des problimes linguisti-
ques en connexion avec 1l'étude présent. Il veut en cutre remercier
bien sincérement‘M. W.G. Koster, collaborateur scientifique du
Laboratdire de Mechanique Technique de 1'Université Technologique
de Delft., k. Koster a établi les calculs exposéds dans le chapitre
34 et l'appendice A, tandis que les calculs reproduits dans le
chapitre 4 lui sont dus pour la plus grande partie.
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A.
A. Appendice, Dans 1l'appendice présent nous déerirons 1l'établisse-
ment des équations de mouvement (45,1%) - (45,1°) & 1'aide des lois
principales de la mécan_iqué rationelle. Observons d'avance que dans
tous les calcules dans cet appendice nous pouvons nous limiter aux
termes du premier ordre. '

Pour la caisse l'équation de translation s'éerit

J 312 F;E ) (l)
T &tant ltimpulsion de la caisse et F£ une des forces s'y appli-
quant. En outre nous disposons de 1l'équation de rotation

‘F,{’ Stant le vecteur du point d'application de la force FZ’ et H le
moment d'impulsion de la caisse. Dans ces deux équations les vec—

teurs se rapportent du triddre fixe (w, £y ,g ).
Nous ferons une combinaison des &gquations (1) et (2). Nous

avons

I:%mi/ﬁi, H=§Fixmipi. (3)

Or, nous introduisons le vecteur p: de l'origine o du triddre
mouvant (o, %, ¥, 2), ainsi que le vecteur Poo du centre de masse de
la caisse. Selon (31,11) et (35,2) nous avons

—-% _ = -0 _ = - - )
/Oo_.po-i-p,,_ {oo..loo+p+1'ro. - (4)
En posant
T L =E
Pi“Po+(Pi po) _ (5)
on en utilisant la relation déroulant de la propriété du centre de
masse .
- __0 =0
% miPi T8 Fo (6)
! nous pouvons écrire
- 0 5O
I-= g Po *
=1 f_gx —o_'1+?_9_ 0. 5\ Ly 35X, 05X, 5,
-0+g‘770x o 0 gpo Po Po gPo o

LABORATORIUM VOOR '
TOEGEPASTE l;IECHANICA -93 -

DE
TECHNISCHE HOGESCHOOL




avec

M= (PP xm PP @

H étant le moment d'impuleion de la caisse se présentant lorsque
le point o est en repos. Or, on vér* #i6 sans peine la relation

I Y RS ©
et en combinaison avee (1) et (2) nous trouvons la relation :
Yo pe -FE) 3-SR PRI =T, 0

relation que noué utiliserons comme équation de rotation.
ve (7), (4), (31,2), (31,5}, (31,10) et (31,3) nous déduisons

ﬁ'=?-gﬁ’- i+ié§<+aoq} . '(11)q
W= agy
Le moment d'impulsion Ho se calcule comme
A i | (12)
|
avec
S
’H:;— y y! ’ (13)
Ixz w: + Iz w;

les vitesses angulaires w: , wE ’ m: étant &gales aux composantes
par rapport au triddre (0%, x*," y%, 2%) de la vitesse angulaire de
1a osisse. A cause du caractdre linéaire du probléme nous pouvons
les &galer respectivement aux vitesses augulaires Wy “y’ w,
(35,6}, Les moments d'inertie I, Iy ot le produit d'inertie I,
sont donnés par (44,5 ®), et le moment d'inertle I est Sgal é,

G

x _ o 2
I =I,+ 5 8 (14)

Avec (4) nous trouvons
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. G
HO+

A ¢
g

Pe)xPq =

=X7T

Ixtﬁ-Ixzd’
g Z I
- I}tqu' Iz &

h ¥

G

. -0
- 8

-Ei(aoy +h) - a, W

. (15)

=§(ho + aod:) +a, A2

appelant r}z le vecteur par rapport au triddre (o 4
point d'appllcation, on trouve sans peine la relation

- Po

3 1'aide de {(31,11) et (4). TLes composantes par rapport au triddre
(w, &y s €) e caleulent en prémaltipliant le vecteur mentionné
dans le colonne précédent avec le matrice I

Les forces Tp sont représentées dans le tableau (17).

x,yi,z!) d'un

(16)

Composantes |Composantes Point d'application
8n en , _
== L mE_ =X
‘Force F}g (0% x5 v 2%)| (uw, EyM s ) Ty p,l Po "II:B
a.de gravité 0 a, a —hx\
Go 0 C ho +a ¢
1 -h “h-aX
b .de TessOTE 0 ay 8y ¥ bitb
Fig © £y 1by+ 8¢
-1 - fij -(w-wi)fbitpi
c .deéglis- -1 8y aiIbi(b
giere en . -
direction | ‘xij| Hxi;; “’ ° 1 by+ayd
longitudi- 0 X - £ ~(w=w; ) £b;05
nale
debglla- 0 § 8y 8y
siere en - -
direciion Hyi 1 Hy-i 1 0 aid’
latérale 0 - _‘z (fil+f12) - (W '-wi)
g.de traction lea 11,2 ’Zl 5= by 2)(\
Dy,2 0 b, 2o+l o
v, -h -n! -l X/
1,2 1,2 1,2 1,2
hemoment 0 -y
moteur ,
Mi 1 Mi i
0 \ 9
?
(17)
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Maintenant nous sommes 3 méme de rédiger les équations de
mouvement. Les équations de translation atécerivent

TR

n n ' no
(8=h+y) “‘T'X%- (Fil"'FiZ) -—E (Hxil"'HxiE) + ¢ E Hyi

+ Ly + Ly, (182)

n i
O v - -¢ = -
— (v+1;cp+aofb) =0Q i%:]_ (F11+F12) - ¢ rpe] (Hxil"'HxiZ) =1 Hyi

+Dy + Dy, (18b)

=L (%~a_ y) =6 -s (Fy+F,,) + Eni( + )= % l
z oX) =025 (Byn#Fip) #0025 (Hpyy*iyp) =0 25 Ay

- c
+ Vg + Vos (18%)
et pour la rotation nous trouvons

G h n
o - e - - -
g ¥ qu} \Ixzq’ - Go(hq’ + 8‘o(’l’) E_ (Fil Fia’)bi

o 5 e S (H-E )b, -2 L, (wem,)
b2 (ByprFyplay 2y gy Heyo)®y = 25 B T
. (D3hy + Dyhy) +X(Dq2+D505) + tp(V1h1+V2h2) + ¢(v1£1+v212)

n
- > m, (189
i=1 .—.

G G a_ n .
0 -_00 o _
- 8 (ayy) ==F2 0T =- Golaghy) + 2= (FypiFyp)sy
i n
- E (Fil-Fiz)bi+_f\;1 (B, 1+ ) (w=w =8, )
o n
* 2 (Hyg3=Hryp)bs (pm0y) + ¢ 2= Hyyay = (T + Iphy)

=X By 81 +T5d5) = (VA +Vof5) + XV hy+Vphy) + :‘{—:1 M, (189)

G G a n
0 0" 0 . s T X =
-~z 8 (hp+ad)+—5— ¥-I,0-1,¢ =09 E—l (Fy3+F50)ay

n n n
+7CZi=l (Fil-FiZ)bi+g (Hxil_Hxi2)bi-E_ Hyi B4

- ¢ (Iyhy+Iyh,) = ¢ (Lydq+D545) + (Dy41+D545)

n
—x(nlhlmzhz) + @ ‘E—:l B « (183)
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A,

Procédons maintenant & la rédaction des équations de mouve—
ment du i®° essieu. Nous pouvons de nouveau utiliser les relations
(1) et (10). Cependant, dans la dernidre éguation aussi le vecteur
ﬁ: que le vecteur Po! doivent 8tre remplacés par le vecteur

Poi = Por * B3 (19)

selon (31,14) et (31,16), de sorte que nous avons maintenant

. _ . | .
B, =2 (P = Pax) x) - | ~ (20)
Selon (31,24) nous avons
A, =& By, | (21)

aveao

Ii mxi!
x _ x | .
Ho = Iyi Weg 3 (22)
x
Ij wpg

en combinaison avee (32,9) et (35,12) nous trouvons

. . 8
Ijog Tyeg +1ys T ¢
x 8 - - Y
BY = | Iy (-3+%) ) v Eo=( Ty (=8+y) | (23
- L] B
I3 ¢ Lib=Igy 9

Pour T nous trouvons avec (19), (31,15), (31,17) et (2,78) - (_3__2_,7")

5

. Gi . N

J = 3 ¥+ a0 . (24)
Wy

On trouve les foreces ’Ffe et leur points diapplication dans le
tablean (25). :

|
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(62)

O - 0
- " -1 '
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- 0 T T eI TSeIT3 ep 0
E2N 0 T T
T | fa¥ fq T & - o) "
- 0 X 0 10858 8p *Q
0 0 1
0 0 o| Fp
0 3] 0 93 TaBIF 9D °*B
m.r Y= ﬂJ& ww (542 fom) (7 5% %" £0) mw 80104

goﬁpmoﬁﬁmgm.@ »nﬁom

ue sa2quvsodwon

us saguesoduwoy

| |

t
[+0;
Cch
|
P
——
oL =
oY §
0z ¥
>%< O

I w
FATIR
»w O
=5 w0
o WT
OOy
Tﬁ m
s B
O 4
an T
<0 g
I




Les Squations de translation pour l'essieu i1 s'éorivent
maintenant

G : '
i
|5 B =(FyprByp) + (Hyyy ¥l p) = G Hpy = (KoK 5), (26%)

¢ _ .

G

i : , c
~ Wy =Gy 4 (P By o) =By +H0) + 9 Hyy = (Qg54Q50), (26}
et pour la rotation on trouve
1 1

‘11[}‘ B +I5 0+ B 50 = (Byg=Py )by =X (B ~Hoyo)by
BN AT ANEITNC A VLT C A R AP
= (Qq1=Q; )b+ 9 (Qy1+Q )T+ Quq (P g7 + 037 )+ Qom0 + &5
+ou,, (26%)
g .
Iyi (‘ Tt xi): G(Fyy = Fyp)y+ 0y (Byyy—Hyy o)y
e (XX )= (X S Ky 5y (Xyq = Xy
3 (QuEgp + Qofya ) = (Qyy = Q)0 =Ny, (26%)

e

~lyy 2o +T 0= Ty § 0y == X(Fyy=Fyp)by = (Hpyy = Hyyp)by
+ Xy =Ey o) = 0 (X 4Ky )T = Xy (4% + 04 37)+ Xy (7 3 vey 3
4 (LT )0 = (Tyq85 0 + Y45850) oMy (26%)
Afin d'obtenir les équations de mouvement définitives il faut

éliminer les forces de liaison Hxii'et H&i' or, de (26%), (26%) ot
(26b) on tirg

R a
Hegy + Hego =g B=X(Py3+Fyp) + (Xy3+%K;5) + 0¥y +755), (277)
) _ v 8 . _ _

(Hpyq=Hpyp)Py =Ty 7 04 =13 &+ Iy 5 05 = X{Fy3-Fyo)0y |
x x x X
(X=X, )0 = g (X g +Xy ) =Xy (Mg +ey7) + X5 (g4 055 )
, b
+ G(Yy1=Yy )b = (YyqB 7 + Y80 ) = oMy, (277)

G
Hyi = —é'l'- ( - d+V+ ai '];) + (P(Fil"‘Fiz) - d’(xil'i"xiz) + (Yil"'Yiz) ’ (27°)I
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En substituant ces expressions d
(26°) - (26®) on obtient, avec

=]

-—-—h?+I qJ-I

I = I:-l-izzl 1, +%§ Gigaiz : | 228)
gé'%ﬁY“ (Iy +1,) ‘1‘% (Xy3+X,), (29%) -
-g-? + -(-}-gil- ® = (D +D,) ~ % (Y11+Yi2)’ (29.b)
%-0- W_G?:-o Y =X % %:. = 6, iZ-—I.ll (F11+F12) + X =_ (X 1+X12) ﬁ

n _
-9 > (Y11+Y12.) + (7 + v,

-G (h&p+a $) - i (F
i=1

A,

ans les équations (18%) - (18;’) ot

)y (29°)

3 117Fy0)b;
""g (Fy1+F;0)ay *sz (Xy37%;5) ":% (Y3473 ) (wmy )
+ Dyhy +Doh, +X(Dy 4 +132! Y + (V¥ 1hq + Voh,) + (v, 1“’2!2)
- @Z 4 ? (30 )
G h G .a
-2 - °g°w+1y7(-°°x§sz -w,-a,7Y)
== 6 (a -h)()-t-g (Fy 1+ 2)a "¢Z_ (®,- 12“’
+Z (Xil-l-}{iz)(w-—w -317() bg tpi( $1™ 12)
+ 9 % (Y11+Y12)ai- (Lyhy +D,h,) ~X(L 121+054,)
= (V33 #Vdy) +X(Vhy+Vom,) +% M, (30%)
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Goh n n

o Tont o Bs _é : .
TP A RS Sl r%lyiq’i r‘EIyiq’i

n n n
| =v>_ (X=X )+¢Z(x Yas~r = @ (X;44%X,,) ~
| = X317%yp = (Rg1+¥gpleyr = 9 (Xyy 12
n
x x x x
- E—; X1(My7 + 849 )“% Xjo My + 045

n 4
2= (yy+¥5p)ey + by 2 (T33 - Yyp) % (Yy3840 + V30852

-0 (& h1+L2h2) ¢ (Tqdy + Tpdp) + (Dyfy + Do k5) - X('Dlh1+132h2)
(30%)

5 (0 + 8 =8y + (Byp#Pyp) =X(Eyq K, 5) + 0(T47+7;,5)-(Q45 40y 5)
. (1=1,...n) (31%)
Ligg+ Iy 7 “’*Iylr‘L (P 1-F5 50y —X(X47-%;5)0
+ (Tgq+750)r+ (Y4850 +735555°) +b ¢y (¥377Y5)

= k3 =x k3
= (Q1=Q32)P + Q3 My +eyy ) =QypMyo +e55)

+ T (Pi (Qil + Qiz) + ¢Mi, (i=1, ...n) (31b)
I \; k3 x
Iyt (' 2+ W) = (BT )by = (X943 507 = (X353 + X305
+ (Qilgil! + Qizai; PR (Qil‘Qiz)h "Mi - (i=1, eooll) (310)

Ces jeu d'équations ne correspond pas encore avec le jeu dtéquatio
(45,1%) - (45,1°), mais en faisant certaines combinaisons on obtient
une correspendance exacte., Pour abbréver nous avons indiqué les
combinaisons schématiquement:

4

(293) =M -1= 19
(29°) = 1 (45,1%)

(29°) + 25 (31%) | -
(303) X(30 ) =

(30°) + 1 = (wowy=ayx ) (31°) = 7 (45,17)
(30°) +%(30%) - (30%) + £ = a, (31°) -
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(31%) - % (31%)
(317) + ¢ (31%)
(31°) - ¢ (31°)

#

(45,1%)
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y Z* //""
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BB I

- tJT =

Fig.1. Vehicule sur une voie pdrfaitement droite

en alignement.
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o
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Z
Fig.29. Coupe transversale de la voie.
Xi*
4 ﬁ_/ b _
"\J}/ -y
* *
[ 3) e
[ 8
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“ 2 » P
'fiz% M2 it K
Aoi2 %%'* - Aoit
!
| N |
* %*
Cio Sit

Fig.2P. Coupe transversale de l'essieu.




= X
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i txit
i1
*
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T
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Fig.3. Projections des tangentes.t,; etc. au plan {(x;,0,,y).




Fig.49 .Forces et moments s'appliquant &1 la caisse.

T Tl




F“ig.4b. Forces. et moments s’ appliquant au i™Me essijeu.
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avec X

—
Tableau I1.Appellations des déplacements translatoires et
Déplacenent
trensversal zn anglais gn Troungais| en allensnd en holiandni
ou angulaire
u vecolling recul cueken PR TN a4
v transverse balonecement | wugrsehnin— dwarastoten,
novenent transversal | gen LWRETIeN
B Jwaping tangsge Tauchen stoten
¢ pivoting pivotenent Rollen rollen
of roling de roulis
X piveting of | pivotemend Nicken dewpen
pitehing de galop
Y pivotin; of{ pivotement Drehen slingeren
hunting de lacet
v combiné rolling roulis wanken waggelen
avee ¢
v combiné aunting lacet Schlingern vetergang
avee Y (nosing,
yawing)
W cowsbiné pitching galop Wogen galopperen
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Tableau II. Quelgues valeurs pour les gquantités m,, et n.. conne

1]
fonctions de l'angle l'Uij’

Yij 30° 35° 40° 45° 509 55° 60° 6
mys | 2,731 | 2,397 | 2,126 1,926 | 1,754 | 1,611 | 1,486 i,J
n,y | 9,493 | 0,530 | 0,567 | 0,604 0,641 | 0,678 | C,717 T
Vi 5 70° 759 80° §5° 90° 95° 100° | 10
g, | 1,284 1,202 | 1,128 | 1,061 |.1 0,944 | 0,893

nyy | 0,802 | 0,846 | 0,893 | 0,944 |1 1,061 | 1,128 | ®te

Tableau III. Quelques valeurs pour les coefficients comme fonction

du cogefficient de contraction v.

Coefficient de contraction v| O 0,1 | 0,2 ] G,3 0,4 0,5
|

R W5 5 - ]1,698]1,659]1,644|1,651|1,681]|1,735

By Ly 1,698 |1,591|1,504|1,434|1,276[1,327
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